420 Ciggi | szereqgi funkcyjne

Definicja
+ Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem i niech f : X - K dla

n=123..., gdzie K oznacza ciato liczb rzeczywistych lub zespolonych. Cigg
(f,) nazywamy ciggiem funkcyjnym.

Definicja
+ Mowimy, ze ciag funkcyjny (f,), gdzie f, : X - K dla n=12_3,... jest zbiezy
punktowo do funkcji f: X - K na zbiorze X, gdy OxOX | f,(x) - f(x)|- O,

tzn.
OxOXOe>00n,, ONOn=n,, |f (X)-f(x)Ke.

+ Funkcje f(x)=Iimf_ (x) nazywamy granicg punktowg ciggu funkcyjnego
(f,). Piszemy wtedy f, (x) —» f(x) dla kazdego xOX.

Przyktad
f.(X) =x", xO<0,+x). Jaka funkcja jest granicg punktowa dla ciggu (f,(x)) ?

Definicja
+ Mowimy, ze cigag funkcyjny (f,), gdzie f : X - K dla n=123,... jest zbiezny
jednostajnie do funkcji f : X - K na zbiorze X, gdy sup|f.(x)- f(x)|- O,
xOX

tzn.
Oe>00n, ONONn=n, sup | f (X)— f(X) €.

xOX

+ Funkcje f(x) nazywamy granicg jednostajg ciagu funkcyjnego (f,). Piszemy
wtedy f, - f nazbiorze X.

Uwaga
+ Zbieznos¢ jednostajna ciggu implikuje zbiezno$¢ punktowa.
+ Granicg jednostajng ciggu funkcyjnego moze byé¢ jedynie funkcja bedaca
granicg punktowg tego ciggu.

+ Jesli f - f nazbiorze X, to rowniez f - f nakazdym podzbiorze Y O X .

+ Mimo, ze f, 4 f nazbiorze X (punktowo lub jednostajnie), ciag (f,) moze
by¢ zbiezny (punktowo lub jednostajnie) na pewnym podzbiorze Y [0 X .




Przyktady
F f (x)=x". Wtedy
B cigg (f,) nie jest zbiezny jednostajnie na przedziale <0,1>.
B Jesli 0<d<1tocigg (f,) jest zbiezny jednostajnie na przedziale
<01-96>.
F Ciag f,(x)=x"(1-x)" jest zbiezny jednostajnie na <0,1>.
F Cigg f,(x)=x"(1-x") nie jest zbiezny jednostajnie na <0,1>.

Kryterium Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej ciggu funkcyjnego
+ Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem i niech f : X - K dla

n=123..., gdzie K oznacza ciato liczb rzeczywistych lub zespolonych. Cigg
funkcyjny (f,) jest zbiezny jednostajnie na zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy

Oe>00n, ONOnm=n, sup | f,(X)— f (X) K&

xOX

Dowdd

Definicja
+ Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem i niech f, : X - K dla
n=123,..., gdzie K oznacza ciato liczb rzeczywistych lub zespolonych.
Szereg Z f.(X) nazywamy szeregiem funkcyjnym.

Definicja
+ Szereg funkcyjny Z f.(x), gdzie f : X - K dla n=123,... nazywamy
zbieznym punktowg do funkcji f: X — K na zbiorze X, gdy jego cigg

funkcyjny sum czesciowych s (X) = Zn: f. (X) jest zbiezny punktowo do funkcji
f nazbiorze X, tzn. OxO X |s,(X) —k:;(x) |- 0, awiec

3 (0~ ()

k=1

+ Funkcje f(x) nazywamy sumg punktowg szeregu Z f.(x). Piszemy wtedy

OxOXOe>00n,, ONOn=n, <E&.

f(x) =) f,(x) dlakazdego xO X .

Przyktad
f.(X) =x", xO<01) . Jaka funkcja jest sumg punktowg szeregu z f,(x)?




Definicja
4+ Szereg funkcyjny z f.(x), gdzie f : X - K dla n=123,... nazywamy

zbieznym jednostajnie do funkcji f : X - K na zbiorze X, gdy jego ciag

funkcyjny sum czesciowych s (x) = z f. (X) jest zbiezny jednostajnie do
k=1

funkcji f na zbiorze X, tzn. sup|s,(x) - f(x) |- O, a wiec
xOX

Ue>00n, ONDOn=n, sup

xOX

<é&.

S, (- (%)

k=1

+ Funkcje f(x) nazywamy sumg jednostajng szeregu funkcyjnegton(x).

Piszemy wtedy Z f,~ f nazbiorze X.

Przykfad
FE f (x)=x". Wtedy
B Szereg funkcyjny Zx“ nie jest zbiezny jednostajnie na przedziale

n=0

<0)).
B Jesli 0<0 <1 to szereg funkcyjny ZX” jest zbiezny jednostajnie na

n=0

kazdym przedziale <01- 0 > do funkcji f(x) =1i.
- X

Uwaga

+ Zbieznos¢ jednostajna szeregu implikuje zbiezno$¢ punktowa.
4+ Sumag jednostajng szeregu funkcyjnego moze by¢ jedynie funkcja bedgca
sumag punktowg tego szeregu.

Kryterium Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej szeregu funkcyjnego
+ Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem i niech f_ : X - K dla
n=123,..., gdzie K oznacza ciato liczb rzeczywistych lub zespolonych.
Szereg Z f, jest zbiezny jednostajnie na zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy

Oe>00n, ONOn>m=n, sup | D f (X ke

XOX k=m+1

Dowadd




Kryterium Weierstrassa zbieznosci jednostajnej szeregu funkcyjnego
+ Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem i niech f, : X - K dla
n=123,..., gdzie K oznacza ciato liczb rzeczywistych lub zespolonych. Jezeli
istnieje ciag (a,) nieujemnych liczb rzeczywistych taki, ze
F sup|f,(X) K a, dla wszystkich liczb nON,

xOX

B D a <+o,
to szereg funkcyjny z f, jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie na zbiorze

X.

Dowdd

Funkcja dzeta Riemanna
+ Funkcja {(x) = zix dla x[J(1,+o) przyjmuje skohczone wartosci.
n

n=1

F Pytanie o wartosc¢ funkcji {(x) (w dowolnym x) nadal nie jest rozwigzane.

F Hipoteza Riemanna (1859):
~Wszystkie rozwigzania réownania {(z) =0, z[OC, lezg na jednej proste;j.

nadal nie jest udowodniona.

Kryterium Abela zbieznosci jednostajnej szeregu funkcyjnego
+ Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem i niech f.: X - R dla

n=123.... Jezeli
B f (x)=0 dlawszystkich nON i xOX,
' cigg liczbowy (f,(x)) jest monotoniczny dla kazdego x[ X,
I ciagi liczbowe (f (X)) sa wspdlnie ograniczone, tzn. dla pewnej liczby
0<M < +o0
supsup| f.(X) M,

xOX nON
I szereg funkcyjny Zgn(x) jest jednostajnie zbiezny na X,

to szereg Z f.(x)g,(x) jest rowniez jednostajnie zbiezny na X .

Dowodd

Kryterium Dirichletta zbieznosci jednostajnej szeregu funkcyjnego
+ Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem i niech f : X - R dla

n=2123,.... Jezeli
E f (x)=0 dlawszystkich nON i xOX,

I cigg liczbowy (f,(x)) jest nierosnacy dla kazdego x[ X,

E cigg (f,) jest zbiezny jednostajnie do 0 na X,

I cigg sum czesciowych szeregu Zgn(x) jest jednostajnie wspolnie
ograniczony na X, tzn. dla pewnej liczby 0< M < +o




sup{zn:gk(x) <M,

XOX (k=1

to szereg Z f.(x)g,(x) jest rowniez jednostajnie zbiezny na X .

Dowaod

Przykfad

F Szereg Z¥ jest jednostajnie zbiezny na kazdym przedziale
n=1

<9,2n-90 >, gdzie 0<o<n.
B Szereg Zsmnx

n=1

nie jest jednostajnie zbiezny na przedziale (0,2n).




