470 Szeregi Fouriera

funkcji 271 -okresowych

+ Jesdli f :<-n,n>- R jest funkcjg bezwzglednie catkowalng na przedziale
<-n,n1> (w sensie wkasciwym lub niewtasciwym), to istniejg wspotczynniki
Fouriera (a,), (b,) funkcji f wzgledem uktadu trygonometrycznego.
Pytania:

F Kiedy szereg Fouriera % + Z(ak coskx + b, sinkx) jest zbiezny?

k=1

E Jaki jest wzOr na sume szeregu % +_(a coskx + by sinkx) ?
k=1

B Czy %+Z(akcoskx+bksinkx): f(x) ?
k=1

Catka Dirichletta

+ Jedli f:R - R jest funkcjg bezwzglednie catkowalng na przedziale <-n,71> to
n—ta suma czesciowa szeregu Fouriera funkcji f w punkcie x, O< -, 7>
wzgledem ukiadu trygonometrycznego przedstawia sie wzorem

_1l¢m sin(n + 5)(U = %)
S.06)=", T 2sniu-x)
Catke te nazywamy catkg Dirichletta. Punkt X, jest punktem osobliwym caiki
Dirichletta. Funkcje

4 S+ 3)(u-x)
2sinZ(u—X,)

nazywamy jgdrem Dirichletta.

Dowdd

Wz0r na n-tg sume czesciowg funkcji 21 -okresowej _ _
+ Jedli f:R - R jestfunkcjg bezwzglednie catkowalng na przedziale < -n,71> i

2n -okresowg, to n—ta suma czesciowa szeregu Fouriera funkcji f w punkcie
X, U R wzgledem uktadu trygonometrycznego przedstawia sie wzorem

_ 1y B . Sin(n+ )t
§.06) = [ [T 06 +1) = 106~ 0] = 2=

2sinit
Punkt t =0 jest punktem osobliwym tej caiki.




Dowdd

Zasada lokalizacji Riemanna
+ Jesli f:R - R jest funkcjg bezwzglednie catkowalng na przedziale <-7n,7> i

27 -okresowa, to zbieznos¢ szeregu Fouriera funkcji f w punkcie x, R
wzgledem ukiadu trygonometrycznego zalezy wytgcznie od wartosci funkcji f
przyjmowanych w otoczeniu punktu X,.

Dowdd

Wz0r na n-tg sume czesciowg funkcji 2 -okresowej 2

+ Niech f:R - R bedzie funkcjg bezwzglednie catkowalng na przedziale < -n,71 >
i 2711 -okresowg. Oznaczmy przez A zbior punktéw ciggtosci funkeji f

f (%) gdy x, O A
S(x%,) = f(xo—O); f(x+0) gdyx, OA’

i niech @(x,,t) = f(x,—t)+ f(x, +t) —25(x,) . Wtedy n—ta suma czesciowa
szeregu Fouriera funkcji f w punkcie x,JR wzgledem ukfadu
trygonometrycznego przedstawia sie wzorem

17
§.06) = 806) +— [ #(%,1)
Punkt t =0 jest punktem osobliwym tej caiki.

sin(n+ )t

_ dt.
2sinit

Dowdd

Kryterium Diniego

+ Niech f:R - R bedzie funkcjg bezwzglednie catkowalng na przedziale <-n,7n >
I 2711 -okresowq. Szereg Fouriera funkcji f wzgledem ukfadu trygonometrycznego
jest zbiezny w punkcie x, R do sumy S(x,), gdy catka

(1180601
0 t
jest zbiezna dla pewnego h>0.
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Catki w kryterium Diniego
£ W kryterium Diniego wystepujg nastepujace caiki:
. th foo -1+ f()t(o 1) =21 0%6) |

gdy S(x,) = (%),




dy

B LD 06 +0= 1060 6+ O)ly
—0)+ f(x+0)

> :
+ Powyzsze caltki sg zbiezne, gdy zbiezne sg calki:

b L0 00l PLiCet)= 100y oty SO} = F),

. jO“”(XO't);f(XO‘O)'dt,joh'f(XO”);f(XO*O)'dt ady
f(%—0)+f(x+0)
; .

S(x,) =%

S(%) =

Definicja
+ Funkcje f :<a,b>- R nazywamy przedziatami r6zniczkowalng na <a,b>, gdy
istnieje skonczony podziat a=a,<a, <..<a, =b przedziatu <a,b> taki, ze
funkcje f, :<a,_,,a >- R zdefiniowane wzorem
{ f(a_,+0) ody X=8
fl)=¢ f(x) gdy a_<x<a
f(a -0 gdy x=a
sg rézniczkowalne na przedziale (a,_,,a,) i na koncach tego przedziatu posiadajg
pochodne jednostronne.

Przyktad
+ Funkcja f(x) =[x]-x jest przedziatami

rozniczkowalna na kazdym przedziale : : i >
NN

Kryterium dla funkcji przedziatami rézniczkowalnych

+ Niech f:R - R bedzie funkcjg bezwzglednie catkowalng na przedziale < -n,71 >
i 27 -okresowa. Jezeli dodatkowo funkcja f jest przedziatami rézniczkowalna na
<-7n,n>, to szereg Fouriera funkcji f wzgledem ukitadu trygonometrycznego

jest zbiezny w kazdym punkcie x, R do sumy S(x,).
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Warunek Lipschitza
+ Mowimy, ze funkcja f :(a,b) - R spetnia warunek Lipschitza w otoczeniu punktu

X, U(a,b) ze statg 0<a <1, gdy istniejg liczby L>0 i d >0 takie, ze




| (% +1) = FOg) IsLItF
dla wszystkich |t|<Jd takich, ze x, +t(a,b).

Uwaga
+ Jezeli funkcja f :(a,b) - R spetnia warunek Lipschitza w otoczeniu punktu
X, J(a,b) ze statg 0<a <1, to jest ona ciggta w punkcie X,.

Kryterium Lipschitza

+ Niech f:R - R bedzie funkcjg 27 -okresowa. Jezeli funkcja f spetnia warunek
Lipschitza w otoczeniu punktu x, R ze statg O<a <1, to szereg Fouriera
funkcji f wzgledem uktadu trygonometrycznego jest zbiezny do sumy f(Xx,),
tzn.

f(x) = 2 + 3@, cosko, + b, sinko,).
k=1
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Postac¢ zespolona szeregu trygonometrycznego

+ Niech f :<-n,n>- R bedzie takg funkcja, ze dla kazdego n =0 istniejg catki
oznaczone J'_” f (x)cosnxdx i j_” f (X)sinnxdx . Wtedy szereg Fouriera dla funkcji

f wzgledem ukitadu trygonometrycznego przedstawia sie wzorem

ickeikx ,
k=00

gdzie
_ 1 n —ikx _
6= j_nf(x)e dx dla k =0+1+2,...
Uwaga
1
B c ==
0 2a°
1

E oo =)(a-ih), dak=12..,

Eoc =%(a_k +ib,), dla k = -1-2....,

gdzie a,,b,a,,... sg wspotczynnikami Fouriera dla funkcji f wzgledem ukfadu
trygonometrycznego.




