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Uwaga 8.5.2. W twierdzeniu 8.5.1 nie mozna opusci¢ zatozenia o jednostajnej zbieznosci
ciggu (f;,)n2y, nawet kosztem wamocnienia zatozenia o zbieznosci ciggu (f,)>,. Istotnie,
rozwazmy cigg funkcyjny f, : R — R, n € N okreslony wzorami

1 S | 1
folz) =2|z| dla |z| > = araz  Ju.(z) = % dla |z| < -~
n

Mozna pokazad, ze

(a) ciag (fn)s, jest jednostajnie zbieiny do funkeji f(z) = 2|z|, = € R, ktdra nie jest
rozniczkowalna,

(b) cigg pochodnych jest zbiezny do funkcji g : R — R okreslonej wzorami g(x) = —2
dla x < 0, g(0) =0 oraz g(x) = 2 dla z > 0.

Whniosek 8.5.3. Niech § fn bedzie szeregiem funkcji réziniczkowalnych na przedziale
n=1
[a,b]. Jesli szereg f [y, jest jednostajnie zbiezny (na |a,b]) oraz dla pewnego x, € |a.b]
n=1

szereq Y. fn(xo) jest zbiezny, to
=1

(a) szereg § In Jest jednostajnie zbieiny i jego suma s : [a,b] — R jest funkcjg
=1

réz'niczkowaln(;,_
(b & = § fr, to znaczy §'(x) = § fi(z) dla x € [a,b].
n=1 n=1 ‘ (
8.6 Szeregi potegowe + CALKOLAL IV OSC

W punkcie 5.9 wprowadziliSmy pojecie szeregu potegowego. W Swietle wprowadzonych w
tym rozdziale pojac, jest to szereg funkcyjny postaci

— - gdzie (a,)22, jest ustalonym ciagiem
L g on(z—20)", z€R liczbowym oraz z, ustalonym punktem.

Biorac ¢ =limsup {/|a,|, zgodnie z (5.10), promieniem zbieznosci szeregu (8.12) jest

0 dla ¢ = +o0,
R=41/p dla 0< p< +oo,
+o00 dla p=0.

Z twierdzenia Cauchy’ego-Hadamarda 5.9.1 wiadomo, ze szereg (8.12) jest.zbiezny bez-
wzglednie w przedziale {z € R : |z — zo| < R} (zwanym przedziatem zbieznosci szeregu
potegowego) oraz rozbiezny dla = € R takich, ze |z — x| > R.

Twierdzenie 8.6.1. Niech R > 0 bedzie promieniem zbieinosci szeregu potegowego (8.12).
Wowczas dla kazdego r € R takiego, ze 0 < v < R, szereg (8.12) jest jednostajnie zbiezny
w przedziale {x € R : |z — xo| < 1}. PR R e
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Dowdd. Wezmy dowolne r € R takie, ze 0 < r < R. Woéwczas x + r nalezy do prze-
dzialu zbieznosci szeregu (8.12). PoniewaZ szereg potegowy jest zbiezny bezwzglednie w

swoim przedziale zbieznosci, wiec szereg E |an|r™ jest zbiezny. Ponadto dla x € R takich.

ze | — xo| < r mamy |a,(x — xo)"| < |an|r dla n > 0. Zatem z kryterium Weierstrassa
zbieznosci jednostajnej szeregéw 8.3.4 dostajemy zbiezno$é jednostajng szeregu (8.12) w
{z € R: |z — x| < r}. To daje teze. O

Definicja . Szeregiem pochodnych szeregu (8.12) nazywamy szereg io: nag(x — o)™ L.

n=1
Uwaga 8.6.2. Szereg pochodnych szeregu potegowego mozna traktowaé jako szereg pote-
o0
gowy, bowiem mozna go zapisac¢ w postaci Y. (n+ 1)an1(x — x0)".
n=0

Witasno$é¢ 8.6.3. Promienie zbieznosci szeregqu potegowego (8.12) i szeregu pochodnych

oo
> na,(x — x9)"" ! sq réwne.
n=1

Dowéd. Poniewaz lim /n = 1, wiec
n—oc

lim sup \’/Z —hm sup \/|nag|.

n—oo

(o)
Zatem promienie zbieznosci szeregu (8.12) i szeregu Y. mna,(r — 7)™ sa réwne. Dla

n=0
T # x9 szereg Y, nan(x — x)" jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg
n=0
pochodnych Y- na,(z — zo)" ! = io: na,(z — xo)" . Reasumujac mamy teze. O
n=0 n=1

Twierdzenie 8.6.4. Niech R > 0 bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego (8.12)
oraz niech f bedzie sumq tego szeregu w przedziale zbieznosci P = {rx € R : |x — x| < R}.
Wowczas funkcja f jest klasy C* w P oraz

=4 qla
8.13 ") () = - & = g dla z € P.
(813 fOE) =3, (=) -

Dowéd W mysl wlasnosci 8.6.3, promienie zbieznosci szeregu (8.12) i szeregu po-
chodnych Z nan(r — 29)""' sa réowne. Pokazemy (8.13) dla k = 1. Istotnie, wezmy
dowolny :c1 6 P i niech r € R bedzie takie, ze |z, — zo| < r < R. Wobec twierdzenia
8.6.1, szereg (8.12) i jego szereg pochodnych sg jednostajnie zbiezne w przedziale otwar-
tym {x € R: [z —xo| < r}. Zatem z wniosku 8.5.3 dostajemy (8.13) dla k = 1. Postepujac

dalej indukcyjnie dostajemy (8.13) dla wszystkich k € N. W konsekwencji f jest funkcja
klasy C'*. To daje teze. a

Z twierdzenia 8.6.4 dostajemy natychmiast
Wnhniosek 8.6.5. Niech R > 0 bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego (8.12)

oraz niech f bedzie sumq tego szeregu w przedziale zbieznosci P = {x € R : |z — x| < R}.
Wowczas funkcja f jest ciggla w P.
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Definicja rozwinigcia funkcji w szereg potegowy. Jesli funkcja f w pewnym otocze-
niu punktu zo € R jest sumg szeregu potegowego o srodku z, postaci,

o0

(8.14) Flad=" w.e=~ga}® W pewnym otoczeniu punktu g,

to méwimy, ze funkcja f rozwija si¢ w otoczeniu punktu xo w szereg potegowy lub w szereg
Taylora. Wtedy szereg w (8.14) nazywamy rozwinigciem funkcji f w szereq potegowy w
otoczeniu punktu xg lub rozwinieciem w szereg Taylora.

Twierdzenie 8. 6 6. Jesli funkcja f rozwija si¢ w pewnym otoczeniu punktu xo w szereg
potegowy f(x) = Z an(r — x0)", to rozwiniecie to jest okreslone jednoznacznie, ponadto
n=0

(8.15) J) (o)

an = ]
n:

dla n=0,1,..
W szczegdlnosci rozwinigcie funkceji f w szereg Taylora jest szeregiem Taylora tej funkcyi.

Dowéd. W myél twierdzenia 8.6.4 mamy, ze f jest funkcja klasy C'° w pewnym
otoczeniu punktu xo, ponadto, z (8.13) mamy f®*)(x,) = klay dla k € N i oczywiscie
f(x0) = ao. To daje (8.15) i, ze wspélczynniki rozwiniecia funkcji w szereg potegowy sa
okreslone jednoznacznie, a wige rozwiniecie jest okreslone jednoznacznie. (|

Uwaga 8.6.7. Funkcja f : R — R okreslona wzorami f(z) = =+ dlax > 0 oraz Pl
dla x < 0 jest klasy C*, ponadto f™(0) =0 dlan = 0,1, ..., wiec suma szeregu Taylora
tej funkcji znika tozsamosciowo. Zatem, wobec twierdzenia 8.6.6 funkcja ta nie rozwija si¢
w szereq potegowy w otoczeniu punktu 0

Twierdzenie 8.6.8. Rozwinigciem funkcji f(z) = In(1 + z), = € (—1,1), w szereg pote-
gowy w otoczeniu zera jest

o0 n+1
(8.16) n(l +z) Z ——z" dla z€(-1,1).

n=1

Dowdéd. Poniewaz lim
n—oo

5.9.1 dostajemy, Ze szereg potggowy po prawej stronie (8.16) jest zbiezny w (—1,1). Zatem
z twierdzenia 8.6.4, suma ¢ : (—1,1) — R tego szeregu jest rézniczkowalna oraz

y \M = 1, wigc z twierdzenia Cauchy’ego-Hadamarda

i
gl — dl -1,1).
zzj T 14z i o
Z drugiej strony f'(z) = 1+—1 dlax € (—1,1), wigc f' = ¢'. Stad i z wniosku 7.3.11, funkcja

[ — g jest stata w (—1,1). Poniewaz f(0) =01 g(0) = 0, wiec f = g. To daje teze. a

Definicja funkcji analitycznej. Niech X C R bedzie zbiorem otwartym oraz f : X —
R. Méwimy, ze f jest funkcjg analitycang w punkcie zo € X, gdy f rozwija sie w szereg
potegowy w otoczeniu punktu zy. Méwimy, ze f jest funkcjg analityczng, gdy f jest
funkcja analityczna w kazdym punkcie zbioru X.
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Uwaga 8.6.9. Wprost z definicji funkcji sinus i cosinus mamy,

L e o} (_l)n
sSinx ‘HZ::O mIE

2n+1

_lg‘x% dla zeR.

Zatem dla kazdego xy € R mamy

oo
sinx = sin(z — ) cos g + cos(z — x¢) sin x :Z an(x —x29)", z€R
n=0

gdzie agnyy = SLEEBZ orps gy = ﬁ—w dla n = 0,1,... Sted wynika, ze funkcja
it (2n+1)! (2n)

sinus jest analityczna. Analogicznie pokazu]emy, ze funkqa cosinus jest analityczna.

Uwaga 8.6.10. Z twierdzenia 5.9.5 mamy e* fl—',L dla x € R. Zatem dla kazdego

I
108

o € R mamy

eI:ZI°I°~Z ’r—xo , T €R.

W konsekwencji funkcja f(x) = e*, x € R jest analityczna.

Uwaga 8.6.11. W uwagach 8.6.9 i 8.6.10 funkcje analityczne w R rozwijaly sie w szereg
potegowy zbiezny w catym zbiorze R. Nie musi to zachodzié¢ dla kazidej funkcji analitycznes.
Na przyktad moina sprawdzié, ze funkcja f(z) = r € R, jest analityczna lecz jej
rozwiniecie w otoczeniu punktu 0 jest postaci

H:}_j rz** ze(-1,1).

-
1+x27

Promieniem zbieinosci powyzszego szeregu potegowego jest 1, wigc szereg ten nie jest zbiez-
ny w calym zbiorze R.

8.7 Rozwinigcie funkcji potegowej w szereg potegowy

Definicja ciagu reszt we wzorze Taylora. Nicch f : (a, b) — R bedzie funkcjgy klasy
C* oraz zo € (a,b). Dla n € N, funkcje R, : (a,b) — R taks, ze

n—1 ¢(k)
(817) floy =y, I-1z)

k=0

(x — x0)* + R, () dla z € (a,b)

nazywamy n-te resztq we wzorze Taylora. Ciag funkeyjny (R,)°, nazywamy ciggiem reszt
we wzorze Taylora.

Uwaga 8.7.1. Niech f : (a,b) — R bedzie funkcjg klasy C™® oraz z¢ € (a,b). Ze wzoru
Taylora I, II, III (twierdzenia 7.5.4, 7.5.10, 7.5.11) mamy istnienie reszt R,,. Ponadto
mozna przyjeé Rn(zo) = 0 oraz dla x # xo reszta w postaci Lagrange’a ma postaé

™ (c)

n!

Ra(z) =

(x — zo)™, gdzie ¢ jest pewnym punktem lezacym miedzy x i z.
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reszta w postaci Cauchy’ego ma zas postaé

_ 10 -0
(n—1)!

gdzie ¢ jest pewnym punktem lezacym miedzy

T 1z oraz O = <=0,
—x0

Rn(z)

(*7“ - mo)n’

Bezposrednio z definicji (8.17) dostajemy

Twierdzenie 8.7.2. Niech [ : (a,b) — R bedzie funkejg klasy C®, o € (a,b) oraz
(Rn)i2, bedzie ciggiem reszt we wzorze Taylora. Wéwczas funkcja f rozwija sie w otocze-

niu 2 C (a,b) punktu zo w szereg potegowy wtedy i tylko wiedy, gdy dla kazdego x € )
zachodzi Jim R, (z) = 0.

Definicja . Niech a € R. Wéwczas przyjmujemy

(a):a(a—l)---(a—n+1) dlan € N oraz (g)—l.

n n!

Uwaga 8.7.3. Dia a € R oraz n € Z, n > 0, symbol (Z) Jest naturalnym wogdlnieniem
symbolu Newtona.

Naturalnym uogélnieniem wzoru dwumiennego Newtona Jest nastepujace

Twierdzenie 8.7.4. Niech o € R. Wéwczas
(8.18) (14 z)® :Z (a)x" dla ze(-1,1).
n=0 n

Dowéd. Niech f(z) = (1+ )%, x € (—1,1). Dla z = 0 réwnos¢ (8.18) jest oczywista.
Pokazemy (8.18) dla z € (—1,1) \ {0}.

Jesli o € Z, a > 0, to teza wynika ze wzoru dwumiennego Newtona, gdyz wtedy
(Z) = 0 dla n > a. Zalézmy wigc, ze a € R nie jest liczbg catkowite nieujemng. Wtedy

(z) #0dlan€eZ,n>0.
Stosujac kryterium d’Alemberta zbieznodci szeregow dostajemy, ze szereg 3 (z)nw"
n=0
jest zbiezny dla z € (—1,1). Zatem z warunku koniecznego zbieznosci szeregéw mamy

(8.19) lim (a)n:v" =0 dla ze(-1,1).
n

Indukeyjnie pokazujemy, ze dla x € (—1,1) mamy
f™(z) =a(a—1)---(a—n+1)(1+z)*™, neN,

wige na mocy wzoru Taylora III 7.5.11 dla n € N mamy

(8.20) f(z) :nil <Zt)xk + Ru(x) dla ze(-1,1)\{0},



