Rozdziat V.

Szeregi liczbowe.
Zagadnienie zbieznosci szeregéw liczbowych.

Szeregi liczbowe stanowia uogdélnienie sum skonczonych. Niech dany bedzie ciag
liczb rzeczywistych (a,)S2; oraz niech (s,)5°; bedzie ciagiem sum czeSciowych danego
ciagu, ktorego wyrazy okreslone sa nastepujaco

S1 = ay
So = aj + az

Jedna z mozliwych definicji szeregu liczbowego méwi, ze jest to para ((ay ), (sn)). Mozemy
takze powiedzieé, ze szeregiem nazywamy sume nieskoriczona postaci

o0
a1+a2+...+an+...52an .
n=1
Widzimy wiec, ze jesli obliczamy sume szeregu to w rzeczywistodci danemu ciagowi (ay,)

o0
przyporzadkowujemy liczbe rzeczywista s = Z an, a wiec szereg to funkcjonal, ktéry

n=1

oznaczamy
o0 o]
Z: (an) — s = Zan .
n=1 n=1
o0
Moéwimy, ze szereg Z an, jest zbiezny do skonczonej liczby s, lub, ze ma sume réwna
n=1
oo
8, €O zapisujemy Z a, = s, jezeli ciag sum czeSciowych (s,) jest zbiezny do granicy
n=1

s, przy n — oo. Jezeli ciag sum czesciowych (s,) nie jest zbiezny, to szereg nazywamy

rozbieznym.
oo

W szczegoélnosci gdy s, — 0o przy n — oo to piszemy Z a, = 00 1 méwimy, ze szereg
n=1
jest rozbiezny do co (mozemy takze méwié, ze szereg jest zbiezny do oco). Natomiast

oo
w przypadku, gdy s, — —oo, przy n — oo bedziemy moéwili, ze szereg Zan jest
n=1
rozbiezny do —oo (mozemy takze méwié, ze szereg jest zbiezny do —oo) i zapisujemy to
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o0
E a, = —oo. Czesto w szeregach musimy uwzglednia¢ wyraz ag, bedziemy wéwczas
n=1

pisali

o0 o0
a0+a1+...+an+...:ZanEZan_l.
n=0 n=1

7 podanej definicji wynika, ze dwa szeregi rézniace sie sie skonczona iloscia wyrazéw sa
albo réwnoczesnie rozbiezne, albo rownoczesnie zbiezne.

oo
Twierdzenie 5.1. Szereg Z a, moze byc zbiezny tylko wtedy gdy ciag jego wyrazow
n=1

(an) dazy do zera, przy n — oo, tj. gdy

lim a, =0.
n— o0

Dowadd.

Jezeli lim s, = s, to rowniez lim s,_1 = s, a wiec a, = $, — Sp—1 — O.
n—oo n—oo n—oo
Zauwazmy, ze warunek podany w powyzszym twierdzeniu jest warunkiem koniecz-

nym zbiezno$ci szeregu. Aby sie przekonaé, ze nie jest to warunek dostateczny wystar-
o0

czy rozwazyC szereg harmoniczny E —. Wyraz ogélny szeregu harmonicznego spetnia
n
n=1
warunek podany w powyzszym twierdzeniu, jednak jak pokazemy w przykladzie 5, szereg

ten jest rozbiezny.
(oo}

W dalszym ciagu gdy dany jest szereg Z an, t0 a, nazywamy wyrazem ogoélnym

n=1
szeregu, natomiast n nazywamy wskaznikiem lub indeksem.

Zauwazmy, ze jesli dany jest ciag (sn), to jest on ciagiem sum czeSciowych szeregu
postaci

oo
81+(82—81)+(83—82)+--.=S1+Z(Sn+1—Sn) .
n=1

Twierdzenie 5.2. Szeregi zbieine maja wlasnosé lacznosci dodawania wyrazow
o0

sasiednich, tzn. jezeli w szerequ zbieinym Zan = s polaczymy wyrazy saqsiednie w

n=1

grupy, np.
(a1 4 ...+ an,)+ (an41+ - -+ any) + (g1 + oo+ ang) + ...
gdzie 1 <nj <ng <..., to otrzymany szereg jest zbiezny do tej samej sumy s.

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze ciag sum czesciowych (s, ) szeregu przeksztalconego
jest podciagiem ciagu sum czesSciowych (s,) szeregu danego, a ciag (s,) jest zbiezny.
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o0
Twierdzenie 5.3. Zaloimy, zZe dane sq dwa szeregi zbiezne E an = a,

n=1

Z b, = b oraz, Ze \ jest dowolnym skalarem. Wdczas szeregi Z an +by),

n=1
oo
Z(an —by) oraz Z Aa,, sq zbiezne i zachodzaq wzory
n=1 n=1

(@) > (an+by)=a+b ,

n=1

(b) Z(an—bn):a—b ,

(c) Z)\an = Aa

Ograniczymy sie do podania dowodéw wzoréw (a) oraz (c). Niech (s;,), (s (1)), (sm (2 )) oraz

(sm (3 )) oznaczaja ciagi sum czeéciowych odpowiednio szeregow
(oo} oo

Z(an +by), Z A, Z b,, oraz Z Aa,. Mamy wéwczas

n=1 n=1
Sn="(a14+b) 4 ...+ (an+bn) = (a1 + ...+ an) + (b +...+by) = s + 52

oraz
58 = (Nay + ...+ Aan) = Mag + ... +ap) = As(Y

Poniewaz lim 3(1) =a, hm 3(2) = b, wiec otrzymujemy hm $p = a+boraz lim 5(3) =

n—roo n—r oo
Aa.
oo
Twierdzenie 5.4. Na to aby szereg Zan byt zbiezny potrzeba i wystarcza aby
- n=1
ciqg jego reszt (ry,), gdzie r, = Z ax byt zbiezny do zera, przy n — oo.
k=n-+1

(1) (2))

Dla dowodu oznaczmy przez (s, ') oraz (s, ) ciagi sum czesciowych odpowiednio szere-

géw g an g ar. Mamy oczywiscie

k=n-+1
3(1) =a;+...+ay, s,(f) = Qp41+ ...+ apyr Oraz sﬂk = 3511) ( )
Poniewaz nhﬁrr;() st = nl;m s(l_?_k wiec wynika, ze nlirgo(s;lk = 3511)) = 0. Ale s,(f) =

SSJ)HC — s&l) wiec stwierdzamy, ze len;o 31(62) =0.

oo
Wykazalismy, ze jezeli szereg Z an jest zbiezny, to lim r, = 0.
n—oo

n=1
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Jezeli zalozymy, ze lim r, = 0, to wiemy, ze
n—oo

g
v 3V <=
a>0Nn>N|rn| 2

Obierzmy liczbe N tak, aby n > m > N. Mozemy napisaé

|5£zl)*sg)|:‘am+1+~~+an |=
:‘ (am_H—|—am+2—|—...—|—an+an+1—|—...)—(an+1+an+2—|—...) |:

€ e
:‘Tm_""n|§|rm|+|7‘n|<§+§:

Wykazalismy wiec, ze ciag (syn ¢ )) spelnia warunek Cauchy’ego, a wigc ciag sum czescio-
o0

wych (s% )) jest zbiezny, a to oznacza, ze szereg Z a, jest zbiezny.

n=1

Szereg Zan nazywamy bezwzglednie zbieznym, jezeli szereg Z | an | jest
n=1 n— 00
zbiezny.
o]
Szereg Zan nazywamy warunkowo zbieznym jezeli jest on zbiezny, ale nie jest
n=1
bezwzglednie zbiezny.
Sformutujemy teraz twierdzenia méwiace o bezwzglednej i warunkowej zbieznosci
szeregéw liczbowych. Dowody tych twierdzen mozna znalezé w cytowanej literaturze.

Twierdzenie 5.5. Kazdy szereg bezwzglednie zbieiny jest zbieziny.

Twierdzenie 5.6. Szereg bezwglednie zbieiny pozostaje zbieiny i nie zmienia swojej
sumy po dowolnej zmianie porzadku wyrazow.

Twierdzenie 5.7. (twierdzenie Riemanna). W szeregu warunkowo zbieznym
mozna tak zmienié porzadek wyrazow, aby nowy szereg byt zbieiny do dowolnie obranej

liczby, lub tak aby nowy szereq byt rozbieiny .
oo

Przykladem szeregu warunkowo zbieznego jest szereg Z(—
n=1
szeregu badana bedzie w przyktadzie 12, natomiast jego bezwzgledna zbieznosé badana
bedzie w przykladzie 5.

1
1)" 1 = Zbieznosé tego
n

Mnozenie szeregéw.

Mnozenie szeregow Jest uogolnlenlem mnozenia sum skoniczonych. Zalézmy, ze dane

sa dwa szeregi zbiezne E a, = a oraz E b, = b. Dla utworzenia iloczynu szeregdéw

n=1 n=1
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(Z an> . (Z bn> nalezy doda¢ wszystkie mozliwe sktadniki postaci a;b;. W tym celu
n=1 n=1

tworzymy tablice
albl CleQ a1b3 .
a2b1 a2b2 agbg .
CL3b1 a3b2 agbg N

oraz ustalamy sposéb dodawania wyrazow wystepujacych w tej tablicy.

Oznaczmy
£ (55
n=1 n=1

n=1

(a) Jezeli wyrazy ¢, zdefiniujemy wzorem

Cp = E aibj s

gdzie n = i - j, a wiec iloczyn wskaznikow jest staly, to otrzymujemy sposéb mnozenia
metoda Dirichleta.

(b) Gdy ¢, = anbi+an—1ba+...+a1by_o+agb,—1, a wiec dodajemy wyrazy lezace
na bocznych przekatnych powyzszej tablicy, to otrzymujemy sposéb mnozenia metoda
Cauchy’ego.

o0
(c) Jezeli wyrazy szeregu Z ¢, zdefiniujemy wzorem

n=1
Cp = apbi +apbs + ...+ apbu_1 + anb, + an_1b, + ...+ asb, + arb,

to otrzymujemy spos6b mnozenia szeregéw wedtug kwadratéw (sumujemy te wyrazy po-
wyzsze] tablicy, ktére leza na dolnym i prawym boku odpowiedniego kwadratu tablicy).

(oo} oo
Twierdzenie 5.8. (twierdzenie Cauchy’ego). Jezeli szeregi Z an 0raz Z b, sa

n=1 n=1
[e'S)

bezwzglednie zbiezne, to ich iloczyn Z cp, jest bezwzglednie zbieiny i zachodzi wzor

n=1

oo
E ch=a-b,
n=1

przy czym sposcb sumowania jest dowolny.

oo oo
Twierdzenie 5.9. (twierdzenie Mertensa). Jezeli szeregi Zan oraz an 5G

n=1 n=1
oo

zbiezne oraz przynagjmniej jeden z nich jest bezwzglednie zbieiny, to ich iloczyn Z Cn

n=1
otrzymany metoda mnozenia Cauchy’ego jest zbieiny i zachodzi wzor
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Dowody twierdzen 8 i 9 pominiemy, gdyz naleza do trudnych technicznie, ale warto
zaznaczy¢, ze F. Mertens byl profesorem Uniwersytetu Jagiellonskiego,
w okresie od 1865 r. do 1884 r.

Szeregi liczbowe o wyrazach nieujemnych.

o0
Rozwazmy teraz szeregi Zan o wyrazach a, > 0 lub a, > 0 dlan € N. Jest
n=1
oczywiste, ze przy takim zalozeniu o wyrazach szeregu ciag sum czesciowych (s,,) jest
albo rosnacy albo niemalejacy. Wynika wiec, ze szeregi o wyrazach nieujemnych sa albo
(o]

zbiezne, co mozemy zapisaé E ap, < 00, albo sa rozbiezne
n=1
do oo.

Podamy kilka twierdzen, ktore pozwalaja rozstrzygnaé problem zbieznosci szeregow.
Ograniczymy sie do podania tzw. postaci limesowej trzech z tych kryteriéow, a dla
przyktadu przeprowadzimy dowody dwdéch z nich.

o0 oo
Kryterium poréwnawcze. Jezeli wyrazy szeregow E an oraz E b, dla prawie
n=1 n=1

wszystkich n spelniaja nieréwnosci

(+) 0<a,<by,,

o0 o0
to gdy szereg Z b,, (nazywany minoranta) jest zbiezny, wéwczas szereg Z ay, jest takze

n=1 n=1
o0
zbiezny, natomiast gdy szereg Z an (nazywany minoranta) jest rozbiezny to rozbiezny
n=1

o0
jest réwniez szereg E bn.

n=1

Dowad.

1 2 , . Lo
Oznaczmy przez s;) oraz s&) sumy czesciowe szeregdéw odpowiednio E a, oraz

n=1
o]
b,. Mamy wéwczas na podstawie (+)
n=1
5511) :al—i—...—i—an§b1+...+bn:s%2) .
oo
Jezeli majoranta an jest szeregiem zbieznym, to ciag sum czesciowych (87(12)) jest
n=1

zbiezny, a wiec ograniczony przez s. Wynika stad, ze takze ciag sum czesciowych (sg))
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jest ograniczony. Ale wiemy, ze (3511)) jest ciagiem rosnacym (lub niemalejacym), a wiec

o0
ciag (s%l)) jest zbiezny, czyli szereg Z a,, jest zbiezny.
n=1
o0
Jezeli minoranta Z an, jest szeregiem rozbieznym, to sg) —> 00 przy N — Q.
n=1
Na podstawie (+) stwierdzamy, ze takze s s o0 przy n — oo, a to oznacza, ze
oo
szereg Z b, jest rozbiezny.

n=1
Kryterium ilorazowe, (d’Alemberta).

Niech dany bedzie szereg Z G, gdzie a,, > 0 dlan =1,2,... oraz niech

n=1

(++) g = lim L

n—0o @y

o0

Szereg Z ay, jest zbiezny, gdy g < 1; jest rozbiezny, gdy ¢g > 1, (przypadek gdy g = 1
n=1

wymaga osobnego zbadania).

Dowdd.

Na podstawie zalozenia (++) wiemy, ze

v 3 v |fntl g‘ <e.
e>0 N n>N| ap
Jezeli przyjmiemy ¢ = % | 1 —g¢ |, to dla dostatecznie duzych n mozemy napisaé
nieréwnosci
1 Ap41 1
-—=-|l-gl< < —|1- .
(+++) g-5ll-gl<——=<gt+5l1-g]

W przypadku, gdy g > 1 lewa strona nieréwnosci (+++) daje warunek

1
2 A,

A wiec dla dostatecznie duzych n otrzymujemy nieréwnosci a,, < an+1. Oznacza to, ze
o0
ciag (a,) jest rosnacy do oo, czyli Z an, jest rozbiezny. W przypadku, gdy g < 1 prawa

n=1
strona nieréwnosci (+++) daje warunek

1
Gnt1 <7g—; =r<l1.

an
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Z nieréwnosci tej wynika, ze dla dostatecznie duzych n spelnione sa nieréwnosci

An41 < TGy -

o0
Ale ay < ra; , as < ras < raq,... yap+1 < r"ai,... a wiec dla szeregu E an
n=1
o0 o0
znalezliSmy majorante liczbowa E ra; = ap E r". Majoranta jest szeregiem zbieznym
n=1 n=1

o0
(poréwnaj przyklad 3), a wiec szereg Z a, jest zbiezny.
n—

1
Pokazemy jeszcze, ze w przypadku gdy g = 1 kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga czy
szereg jest zbiezny, czy jest rozbiezny.

o0 o0
1 _ . . . n+l . _ .
Dla szeregu E 1 = E 1 A, speliony jest warunek nll)rr;o — = nl1_>no10 nrl 1, a jak
n—= n—=
wiemy szereg ten jest rozbiezny (poréwnaj przyklad 5).
oo o0
1
Dla szeregu ((2) = E — = E B,, mamy warunek
n=1 n=1
. Bn+1 . 1 2 . .. . .
lim = lim =1, a szereg ((2) jest zbiezny (poréwnaj przyklad 13).

n
Kryterium pierwiastkowe (Cauchy’ego).
o0

Zalézmy, ze dany jest szereg Z an taki, ze a, > 0 i niech
n=1
qg= lim a,
n—oo
lub
q = lim sup ¥a, .
n—oo

oo

Szereg Z ay, jest zbiezny, gdy g < 1, jest rozbiezny gdy ¢ > 1, (w przypadku gdy ¢ =1
n=1

kryterium Cauchy’ego nie daje rozstrzygniecia).

Ap+1

7 ogdlnej teorii ciagéow wiadomo, ze jezeli istnieje granica lim , to

n—oo @
istnieje rowniez granica nh—>Holo {/ay, 1 granice te sa sobie rowne (oczywiéZie zakladamy, ze
ap > 0 dla kazdego n). Wynika stad wniosek: kryterium pierwiastkowe zawsze rozstrzyga
problem zbieznosci szeregu, jesli rozstrzyga ten problem kryterium ilorazowe; ponadto
wtedy gdy kryterium ilorazowe nie rozstrzyga problemu zbiezno$ci szeregu, kryterium
pierwiastkowe moze da¢ rozstrzygniecie.
Podamy jeszcze kryterium Raabe’go, ktére jest mocniejsze od kryterium

Cauchy’ego, a wiec takze mocniejsze od kryterium d’Alemberta.
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Kryterium Raabe’go.

oo
Niech dany bedzie szereg Z an, ktorego wyrazy sa dodatnie i niech spetniony bedzie

n=1

. an
lim n ( — 1) =7.
n— 00 Apn 41

o0 o0
Jezeli v > 1, to szereg Z an jest zbiezny, jezeli v < 1, to szereg Z an jest rozbiezny,

nastepujacy warunek

n=1 n=1
natomiast w przypadku gdy v = 1 kryterium nie daje rozstrzygniecia.

Szeregi naprzemienne

Szeregiem naprzemiennym lub przemiennym nazywamy szereg postaci
oo

z:(—l)"“am gdzie a,, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n. Widzimy wiec, ze szereg

n=1
naprzemienny to szereg postaci

a1fa2+a3fa4+...+(71)"+1an+...

Kryterium Leibniza.
Jezeli (ay,) jest ciagiem malejacym zbieznym do zera, to szereg naprzemienny

oo

Z(_l)nJrlan

n=1
jest zbiezny.

Dowdéd.

Wiemy, ze ciag o wyrazach nieujemnych (a,) jest malejacy. Latwo sprawdzié, ze
ciag sum czesciowych (sa,,), gdzie

Sop = (a1 —a2) + ...+ (a2n—1 — a2n)

jest rosnacy i ograniczony z dotu przez a; — as, natomiast ciag sum czesciowych (son41),
gdzie

Sop41 = a1 — (ag —az) — ... — (agn — A2n41)
jest malejacy 1 ograniczony z gory przez a;. Ale dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe
sg nieréwnosci

ar —az < Sop + G2pq1 = S2p41 < A1,

wiec stwierdzamy, ze ciagi monotoniczne (s2,) i (S2,41) sa ograniczone. Wynika wiec,
ze ciagi te sa zbiezne, a poniewaz spelniony jest warunek

S$2n+1 = S2n = A2nt1 — 0,
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wiec wynika, ze lim S, = lim $o,41. Stwierdziliémy wiec, Ze szereg naprzemienny
n—oo n—oo

Z(—l)”“an jest zbiezny.
n=1
Przyklady.

W ponizszych zadaniach nalezy obliczyé¢ sume szeregu liczbowego lub nalezy roz-
strzygnadé, czy dany szereg jest zbiezny.
— 1
1 L
— n(n+1)
Rozwiazanie. Poniewaz prawdziwy jest wzor
1 1 1

k(k+1) k k+1°

wiec n-ta sume czesciowa mozemy zapisaé w postaci

S S SIS S (S I D N
T2 T 23 T+ \1 2 23

_|_
1 1
+o4 (== =1- 1
n n+l n+ 1 n—oo
e 1
Ostatecznie otrzymalidémy wzor ”; m =1
> 1
2. i L1\ L o)
; n(n+ 1)(n+ 2)

Rozwiazanie.  Wyraz ogdlny szeregu mozemy przedstawi¢ w nastepujacej

postaci przy pomocy ulamkéw prostych
1 1 1 1

FEFD(R12) 2k k+1 . 2k+2)’

a wiec n-ta suma cze$ciowa przyjmuje postac

1 1 1
"T123 2347345
1 1 1
'+(n—2)(n—1)n+(n—1)n(n+1)+n(n+1)(n+2):
111 111
<2‘2+23)+<2.2‘3 24>+
111 1 1 1
*(2.9,4*25)*-"*(2(71_2)”_1 zn)+
1 1 1 1 1 1
+(2(n—1)_n+2(n+1)) (2n_n+1 2(n+2)>_
11 1 1
T4 n+1 4(n+2) noo 4



1

o0 1
Pok lig . . _ =
okazalismy wiec, ze nZ:1 n(n+1)(n+2) 4

o0
Z q" , q#1 , (szereg geometryczny).
n=0

Przez indukcje obliczamy n-ta sume czeSciowa szeregu

Rozwiazanie.
geometrycznego
1—q"
sn:1—|—q+q2—|—...+q”71:ﬁ.

Wiemy, ze ciag (¢q™) jest zbiezny do zera gdy | ¢ |< 1, natomiast jest rozbiezny dla

| ¢ |> 1. Wynika wiec, ze lim s, = ——. Otrzymujemy wzor
n—00 1—g¢q

= 1
Zq”zi, dla Jgq|<1.
1-g¢
n=0
>~ n
4.
Zn+1

n=1
Rozwiazanie Wyraz ogdlny szeregu ma wilasnos$é

i

li =

a wiec nie jest spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregu, czyli szereg

1,28 4
2 3 4 5 7

jest rozbiezny.

, (szereg harmoniczny).

S

o0
n=1
Rozwiazanie. Gdyby szereg harmoniczny byl zbiezny to
lim s,. Jesli obliczymy réznice say, — S, to otrzymujemy
n—oo

wowczas lim sg, =
n—oo
1 1 1 1 1 1
n—sn=014+zs4+.. +-+——+.. . +=)-(l+z+...+ )=
Son — 8 (+2+ totaat +2n) (+2+ +n)
g 1
ntl 2= Mo T 2

Otrzymalismy sprzecznosé, gdyz z jednej strony mamy nieréwnosé

1
dla neN,

So2n — Sn Z

[\]
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a z drugiej strony wiemy, ze

nlLHéo(SQn —$p)=0.

Wykazalismy wiec, ze szereg harmoniczny jest rozbiezny.

Rozwiagzanie. Pokazemy, ze ciag sum czesciowych (s,) posiada dwa punkty
oo

skupienia, a wiec nie jest zbiezny, co oznacza, ze szereg E (—=1)™ jest rozbiezny.

n=1
Obliczmy
Sop=(—1+1)+...+(-14+1)=0 ,
Sopr1=(—14+1)+...+(-1+1)—-1=-1,
a wiec lim s, =0 oraz lim s, = —1
n—o00 n— 00
=1
7. -z
n=2
= Inn d
Rozwiazanie. Dlaszeregu Z - = Z a, znajdziemy zbiezng majorante
n=2 2 n=2
liczbowa, Z by,.
n=2
Mozemy zapisaé
Inn <"y
p=—"<—=0, .
2n 2n

n

n 1
Poniewaz lim =3 < 1, wiec na podstaie kryterium pierwiastkowego stwierdzamy,
n—oo

o0 o0
ze majoranta E b, jest szeregiem zbieznym, a wiec szereg E

n=2 n=2

o0
1
8. E o
n
n=2 n
Rozwiazanie. Jezeli wyraz ogélny szeregu oznaczymy przez a,, to mozemy
napisaé

Inn . .
o jest zbiezny.

ap=—>—=b,, dla n=2,3,....
Inn "~ n
o0
Minoranta Z b, jest szeregiem harmonicznym, a wiec dany szereg jest rozbiezny.
n=2
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=1
o z_:l+2”
n=1

Rozwiazanie. Poniewaz dla kazdej liczby naturalnej prawdziwa jest nieréwnosé
1 < n\"
1427 2
(o]

n

a wiemy, ze szereg geometryczny Z <2) jest zbiezny, wiec stwierdzamy, ze dany szereg
n=0

jest takze zbiezny.

=, 3"nl

n"
n=1

10.

Rozwiazanie. Dany szereg jest rozbiezny, poniewaz po zastosowaniu kryterium
ilorazowego stwierdzamy, ze

5 3Hln+ 1) nn 3 i n \" 3 o1
im : =3 lim = - .
n—oo (n+1)7tl  3npl n—oo \ n + 1 e
1. }m:(_m !

e nlnn

Rozwiazanie  Dla zbadania zbieznosci tego szeregu naprzemiennego
zastosujemy kryterium Leibniza. W tym celu wystarczy obliczy¢ granice

lim =0
n—oco nlnn

oraz napisa¢ nieréwnos¢ prawdziwa dlan = 2,3, ...

1 1
< .
(n+1)In(n+1) nlnn
- 1
12. Z(—l)""'l— , (szereg anharmoniczny).
n=1 n
Rozwiazanie. Poniewaz ciag (%) jest malejacy i dazy do zera przy

n — 00, wiec na podstawie kryterium Leibniza stwierdzamy, ze szereg anharmoniczny
jest zbiezny. Mozna wykazaé, ze

> 1
> (-1t = =2,
n=1 n

71



— 1
13. ((a) = E — , (szereg harmoniczny rzedu o).
n

n=1

Rozwiazanie. Poniewaz ani kryterium ilorazowe ani kryterium
pierwiastkowe nie daja rozstrzygniecia, dlatego zastosujemy kryterium Raabe’go.
Obliczamy w tym celu granice

1 «
lim n<(n+ ) —1) .
n—oo n

«
Najpierw rozpatrujemy funkcje f(z) =« ((xTH) — 1), ktora w przypadku gdy z = n

n+1 (xi
n

przyjmuje wartosé¢ f(n) =n 1). Jezeli stosujac regule
de I'Hospitale’a (patrz rozdziat o pochodnych funkeji) obliczymy lim f(z) to okazuje
Tr—r0o0

sie, ze lim f(x) = a a wiec, ze
T—00

lim n(<n+1> 1) =«.
n—o00 n

Stwierdzamy wiec, ze szerg ((«) jest zbiezny dla « > 1 oraz jest rozbiezny dla o < 1. W
przypaku gdy a = 1 otrzymujemy szereg harmoniczny (patrz przyklad 5).
Mozna wykazaé, ze np. dla o = 2 mamy
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