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Kiedy stosujemy catkowanie numeryczne?

W przypadkach elementarnych obliczanie wartosci catki oznaczonej
odbywa sie na podstawie wzoru Newtona-Leibnitza

Powyzszy wzér mozemy stosowac wtedy, gdy znana jest tzw. funkcja
pierwotna F(x) spetniajgca zwiazek:
dF(x)
dx

= f(x)

Jesli wyznaczenie funkgji pierwotnej jest bardzo trudne lub niemozliwe
i/lub funkcja podcatkowa f(x) zadana jest w postaci tablicy, to mozliwe
jest stosowanie catkowania numerycznego.

INFORMATYKA CALKOWANIE NUMERYCZNE



Woprowadzenie Kwadratury — wezty réwnoodlegte Kwadratury Gaussa Wzory sumacyjne
[e] Iele) 00000000000 0000000 00000000

Na czym polega numeryczne catkowanie?

Gdy przedziat catkowania jest skonczony, wéwczas numeryczne
catkowanie polega na zastapieniu funkcji podcatkowej 7(x)
odpowiednim wielomianem interpolacyjnym lub aproksymacyjnym
©(x) zbudowanym na zbiorze n+ 1 weztéw o wspbtrzednych

xi, i =0,1,2,...,n.

Wymaga to wdwczas catkowania jedynie prostych funkcji bazowych z
wykorzystaniem wzoru na /(f). W dalszym ciggu oméwione zostang
najprostsze metody catkowania numerycznego wykorzystujace interpolacje
(aproksymacje) funkcji za pomoca wielomianéw algebraicznych.
Podstawiajac w miejsce funkcji podcatkowej f(x) wielomian algebraiczny

p(x) = fo No(x) + A Ni(x) + -+ + fp Na(x)

otrzymamy tzw. wzdr kwadraturowy.
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Kwadratura catkowania

Wzorem kwadraturowym albo krécej kwadraturg nazywamy:

a

b b n b n
I(f) = / f(x)dx ~ /cp(x)dx = Z f(x,-)/N,-(x) dx = Z w; f(x;) = S(f)

w ktérym
b

w; :/N,-(X)dx, i=0,1,2,...,n
a
s3 tzw. wspéfczynnikami wagowymi (wagami). Warto$¢ w; okresla

wielko$¢ udziatu rzednej f; = f(x;) w wartosci catej sumy S(f) .

Doktadno$¢ kwadratury S(f) jest tym wieksza, im mniejsza jest réznica
I(f) — S(f) nazywana btedem kwadratury.
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Rzad kwadratury

Najczesciej stosowana miarg doktadnosci jest tzw. rzad kwadratury.
Kwadratura S(f) jest rzedu r, jesli
o dla wszystkich wielomianéw W/(x) stopnia mniejszego od r jest
(W) =S(W) oraz
o jedli istnieje taki wielomian W(x) stopnia r dla ktérego
(W) #S(W).
Mozna wykaz¢, ze kwadratury interpolacyjne zbudowane na n+1
weztach s3 rzedu co najmniej n+1.
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Kwadratury dla weztéw réwnoodlegtych

Najprostszymi kwadraturami interpolacyjnymi sg kwadratury zbudowane
na weztach réwnoodlegtych, o danych wspétrzednych

Xi=xg+1i-h, i=0,1,2,...,n. Niewiadome wspdtczynniki w; s3
obliczane z uktadu n+ 1 liniowych réwnan algebraicznych, ktoére
otrzymamy na podstawie kwadratury zastosowanej dla wielomianéw

Wi (x) = x¥, k=0,1,2,...,n, dla ktérych (W) = S(W).

(W) = /xdx—Zw, S(Wi), k=0,1,2,....n

skad

INFORMATYKA CALKOWANIE NUMERYCZNE



Wzory sumacyjne
00000000

Woprowadzenie Kwadratury — wezty réwnoodlegte Kwadratury Gaussa
0000 O®000000000 0000000

Kwadratury interpolacyjne — ukfad réwnan

lwg + 1wy -+ 4+ 1w, = po
Xw + xiwi 0+ XW, = p1
2 2 2
XxwWo + Xxgwy -+ XgW, = P
Xxgwo + x(wy - + XJw, = pp

1 1 1 ... 1 wo L boa
Xo X1 X Xn wq ?(b3 - 33)
2 X2 X3 x?2 wy, | = 3(b° —a°)
5 X X2 ... ox! Wy (n}rl) (b(n+1) — a(n+1))

Rozwigzaniem tego uktadu algebraicznych réwnan liniowych
sg wartosci wag w;.
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Wzér prostokatéw

Wzér prostokatéw

Najprostszym sposobem obliczania przyblizonej wartosci S(f) catki
oznaczonej /(f) jest zastosowanie aproksymacji funkcji f(x) za pomoca
wielomianu

©(x) = f(xp) = const.

Po podstawieniu do wzoru

b b
/ F(x) dx ~ / o(x) dx

a

otrzymujemy
b b
I(f) :/f(x)dxm/f(xo)dx: (b—a)-f(x) = S(F). (1)

przy czym wy = b — a.

INFORMATYKA CALKOWANIE NUMERYCZNE



Woprowadzenie

Kwadratury — wezty réwnoodlegte

Kwadratury Gaussa

Wzory sumacyjne

0000 00000000000 0000000 00000000
Wzér prostokatéw
Wybér potozenia wezta dla wzoru prostokatéw
W zaleznosci od wyboru potozenia wezta xp otrzymujemy wzory:
(a) lewych prostokatéw, gdy xo = a
(b) $rodkowych prostokatéw, gdy xo = (a + b)/2
(c) prawych prostokatéw, gdy xo = b
(a) (b) (¢)
o o) e o)
E F -
D C f(=)
(o) /| /]
A B A B
To=a b v a xg b ro=0b w
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Wzér trapezéw

Wzér trapezéow

Jedli do interpolacji funkcji f(x) zastosujemy interpolacje za pomoca
wielomianu liniowego zbudowanego na bazie Lagrange'a, to otrzymamy
wzor kwadraturowy, nazywany wzorem trapezow.

b b

/(f):/f(x)dm/[ﬂ,Lg(x)HlLi(x)}dx:
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Wzér trapezéw

Wagi dla wzoru trapezéw

Wagi w;, i = 0,1 wystepujace we wzorze trapezéw mozna wyznaczy¢
rozwigzujac ukfad réwnan:

B

skad wo =wy = 3(b—a).
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Wzér Simpsona

Wzér Simpsona

Zastosowanie kwadratowej interpolacji Lagrange'a prowadzi do wzoru
kwadraturowego:

b b
/f(x)dxz/[foLo—i—flLl—i—szz dx =

' (—Qx—b) |, (x—a)x—b) _ (x—a)x—c)
/[fo a a—b)+f1(c—a)(c—b) a

Ostatecznie kwadratura (wzdr) Simpsona przyjmuje postaé:

b
[roa=thransn st 1="2" @

a

R
e
2
e
-

LR
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Wzér Simpsona

Wagi dla wzoru Simpsona

Dla 3 weztéw réwnoodlegtych, tzn. gdy ¢ =0.5-(a+ b) wspdtczynniki
wagowe w;, i = 0,1,2 we wzorze Simpsona oblicza sie z uktadu réwnan:

1 1 1 Wo b—a
b wy | = %(b2 —a%)
a? c? b2 wa 3(b* - 2%

Po rozwiazaniu tego uktadu otrzymamy

b—a :2-(b—a)

Wo = W = 6 ) w1 3
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Wzér Simpsona

Wzér Simpsona

b
1 b—
/f(x)dx=§h(ﬁ)+4ﬁ+f2)=s(f), h=="7"

fo f]
h h fZ €T
a c b

Uwaga:
Wzér Simpsona jest jest rzedu czwartego, co oznacza, ze jest doktadny
nie tylko dla wielomianéw stopnia drugiego, lecz takze dla wielomianéw

stopnia trzeciego tzn. [(W3) = S(W3) oraz (W) # S(Wa). ol ]
@ VL
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Wozory Newtona-Cotesa

Wzory Newtona-Cotesa

Zastosowanie wielomianéw (x) coraz to wyzszych stopni we wzorze
kwadraturowym prowadzi do tzw. wzoréw Newtona-Cotesa.

X,=b

S(W) = / F(x)dx~ > wif(x;) = S(f) (4)
i=0

Xp=—a

Dla wielomianéw ¢(x) kolejnych stopni n wartosci wspétczynnikéw
wagowych w; otrzymuje sie z rozwigzania uktfadu réwnan.
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Wozory Newtona-Cotesa

Zestawienie wspdtczynnikdéw wagowych

Wzory Newtona-Cotesa

W ponizszej tablicy s3 zestawione wartosci
wspotczynnikéw wagowych w; :

DEAAAATATALE
1|1 2

211 6

311 3 3 1 8

417 32 |12 |32 |7 90

5

19 | 75 | 50 | 50 | 75 | 19 | 228

Wartosci wag wystepujace we wzorze (4) obliczane sa wedtug wzoru

Uwaga:

Kwadratury Newtona-Cotesa uzyskane przy zastosowaniu wielomianéw
interpolujacych ¢(x) stopni n > 8 ujawniaja cechy narastajacej ya
niestabilnosci kwadratury interpolacyjnej (3). e
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Wzér Gaussa

Do podwyzszenia doktadno$¢ wzoréw kwadraturowych mozna zastosowad
propozycje Gaussa, polegajaca na optymalizacji potozenia n weztéw
interpolacyjnych oraz doborze odpowiednich wartosci wspétczynnikéw
wagowych. Mozna przyjaé, ze we wzorze:

b n
/ Fx)dx = 3w F(x) (5)
3 i=0

niewiadomymi sa nie tylko wspdtczynniki wagowe w; ale takze
wspéirzedne weztéw x; . Zatem réwnanie (5) zawiera 2(n+ 1)
niewiadomych.

Kwadratura bedzie doktadna gdy f(x) bedzie wielomianem co najwyzej
stopnia (2n + 1). Wszystkie niewiadome mozna wyznaczy¢ z ukfadu

2n+ 2 réwnan dla n+ 1 wag w;

oraz n+ 1 weztéw x;, i =0,1,---  n. vy i
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Posta¢ uktadu réwnan dla kwadratury Gaussa

Dla funkcji podcatkowej f(x), ktéra przyjmuje postaé wielomianu zgodnie
ze wzorem:

b

/XkdX:ZW,-X,-k, k=0,1,2,---,2n+1

. i=0

otrzymujemy uktad réwnan:

‘ 1
S wixt = —(bk“—ak“), k=0,1,2,---,2n+1  (6)
2 K+l

ktéry jest liniowy ze wzgledu na wagi i nieliniowy ze wzgledu na wezty.
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Wzér kwadraturowy Gaussa w przedziale wzorcowym

Odwzorowanie przedziatu [a, b] na osi x na unormowany przedziat
[-1,1] na pomocniczej osi & i odwzorowanie do niego odwrotne mozna
opisa¢ za pomoca wzoréw:

2x —a—>b a+b b-—a

{=—F—F— © x=—F5+—F¢ (7)
co daje wygodny sposéb zapisu catki:
b 1
b—a at+b b—a

f = f
[reaac=252 [ #2524 220
a -1

oraz wzoru kwadraturowego Gaussa:

/f(x)dxzbzazn:w,-f<a;b+bza£,-). (8)

i=0
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Obliczanie wspétczynnikéw dla wzoru Gaussa

Dla tej postaci wzoru wartoséci w;, & mozna obliczy¢ z uktadu réwnan

1 n
/fkdfzzw;ff‘, k=0,1,2,...,2n+ 1. (9)
] i=0

Przyktad:
1
I = [ (a1 + o€ + 038 + ,€?) d¢
1
Wynik Scisty: | = 2aq + %ag = 2a1 + Oap + %Ckg, + 0y
I = wof (&) + wof (o) =
=wp (1 + 2o + 38f + &) + wa (a1 + s + azéf + i) =
= (wo + wi)an + (woo + wir)az + (wWo&f + wa&i)as + (wog + wa&3)a
wo + wy =2
wo&p + w11 =0
W +wmE =2 T W= €01 /
wolg + wm& =0
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Tablica weztéw i wag Gaussa

Kwadratury Gaussa
0000e00

’n \ &, i=0,---,n \ wi, i=0,---,n
0 | &=0 Wy = 2
1 | &=+1/V3 Wy =1
& =-1/V3 w; =1
2 | &=+V06 W =5/9
& =0 w, = 8/9
& =—0.6 Wy =5/9

3 | & = +0.86113631
& = +0.33998104
& = —0.33998104
&3 = —0.86113631

wo = 0.34785485
wy = 0.65214515
wy, = 0.65214515
ws = 0.34785485

Uwaga:
Niezaleznie od postaci funkgji f(x)

Wzory sumacyjne
00000000

19 wartoéci wag w; i weztéw Gaussa &; s zawsze takie same,

2% zalez tylko od liczby weztéw interpolacji n. ¥ & N
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Kwadratury Gaussa
00000000000
Przyktad

Wzory sumacyjne
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Zastosowanie wzoréw kwadraturowych dla 1 przedziatu

b
Obliczy¢ S(f) = [f(x)dx gdy f(x)=4-x3>+5-x*>+1dla

a=—1.0, b710, co oznacza,ze h=b—a=2

Przyktadowy tok postepowania — dwupunktowa metoda Gaussa (n

=1):

b 1 1
/f(x)dx = b;a/f(g)df ~ b2 N wif() =
a —1 i=0

S 4~ 0.5773502692) +

(% b_ ?0.5773502692)} ~ 5.33333
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Kwadratury Gaussa
000000e

Woyniki dla prezentowanych wzoréw

Wzory sumacyjne
00000000

Wartoé¢ doktadna  /(f) 5.3333
Wzér Posta¢ kwadratury Wartos¢
prostokatéw:
lewych S(f)=h-f(a) 4
$rodkowych S(f) = h-f(2£2) 2
prawych S(f)=h-f(b) 20
trapezéw S(f) =% -[f(a) + f(b)] 12
Simpsona S(f) =35 -[f(a) + 4 F(252) + f(b)] 5.3333
1
Gaussadlan=1 S(f) =22 w; f(&) 5.3333
i=0
% & O
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Kwadratury ztozone

Podziat przedziatu catkowania na podprzedziaty

Bardzo skutecznym sposobem podwyzszania doktadnosci catkowania
numerycznego jest dokonanie podziatu przedziatu [a, b]

na podprzedziaty [a;, bj], j=1,2,..., N przy zachowaniu zwigzkéw:
dyp = a, bN:b, b,-:a,-+1, 1-21,2,...,/\/71.
az by ay-1 byn-1
a | ; )
a b ay by

Mozna zapisaé:

I(f):/ x)dx—Z/ () + h(f) + -+ In(f)

a

Kazda z catek oznaczonych Ii(f), wystepujacych we wzorze rézni
sie od od catek /(f) tylko warto$Sciami granic catkowania.

Do obliczania kazdego skfadnika sumy mozna postuzyé sie dowolnym
wzorem kwadraturowym. vy
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Metoda prostokatéw

Gdy dtugosci wszystkich podprzedziatéw [a;, bj] s3 sobie réwne czyli
bj—aj=H, j=12...,N, H= %, to mozemy okresli¢ wzory
sumacyjne. Przedziat catkowania < a, b > dzielimy na N réwnych
podprzedzia’réw < Xp, X1 >, < X1, X0 >, < Xp—1, Xp > gdzie

= (b—a)/N. W kazdym z nich stosujemy wzér zfozony:
( ) Iewych prostokqtow

/ f(x)dx ~ H - Zf(xj D=H-(h+fi+h+ -+ fu1)
(b) srodkowych (sredmch) prostokatéw
/ dwaZf le =H (for+ fio+ fz+ -+ fv_1n)

gd2|e L= f(%), j=1,2,...,N,
(c) prawych prostokqtow

/ x)dx ~ H - foj (A+h+-+f)

a
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Wzér sumacyjny prostokatéw

llustracja metody prostokatéw lewych

£y i
Jo A o
A f f \.% ;

Y

AN

N

1 T2

@
3
S
8
<
]
<

5
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Wzér sumacyjny prostokatéw

Algorytm metody prostokatéw

1: funkCJa [pr,, prp, prs | = MetodaProstokatow (a, b, N)
2. H= T

3: prp=prp=prs =0

4: dlaj=0,1,... N — 1 wykonaj

5: xx=a+j-H, prn=pn+rf(x)

6: X, =X+ H, pry = prp + f(xp)

7: X, = 2 prs = prs + f(xs)

8: koniec dla

9 prn=pr-H, pro=pr,-H, prs=prs-H

10: koniec funkcji

Wywotanie funkgji:
[Le, Pr,Sr] = MetodaProstokatow(a, b, N)
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Wzér sumacyjny trapezéw

Metoda trapezéw

Wzory sumacyjne
O000e000
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Wzér sumacyjny Simpsona

Metoda Simpsona

Wzory sumacyjne
O0000@00

b

1
/f(x)dxmgH-[(fo+f/v)+4(ﬂ+f3+~-+ﬁv—1)+

a
2+ fa+- -+ fusa)],
przy czym H = (xy —xp)/N i N musi by¢ liczbg parzysta.

f5 I

fo

& B
a=zy 2 Zo T3 T4 5 b=uzn
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Zastosowanie kwadratury Gaussa

Zastosowanie kwadratury Gaussa

Kwadratury — wezty réwnoodlegte

Kwadratury Gaussa
00000000000

Wzory sumacyjne
0000000 00000080

/ 1 b—a N e
/f(x)dx SR ; ZO w; F(X;)
a =L 1=

Xj+X; Xj11—X;
gdzie Xj == 2J+1 + J+12 - éi

Tablica weztéw Gaussa & = [0.555555555, 0.88888888, 0.555555555 ]

Tablica wag w = [—0.77459667, 0.0, 0.77459667 |
Wywotanie funkgji:

[Ga] = MetodaGaussa(a, b, N, tabWag, tabWez)
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Zastosowanie kwadratury Gaussa

Przyktad — podsumowanie

Kwadratury Gaussa
0000000

b
Obli
< 5:/f(x)dx, gdzie f(x)=4-x*+5-x>+1.

a
Przyjmij a= -5, b=5, N =3.

1: funkcja [y] = f(x)

22y=4-x*4+5.-x3+1

3: koniec funkcji

Metoda

Wynik

prostokatéw lewych
prostokatéw prawych
prostokatéw $rednich
trapezéw

Simpsona

Gaussa 3pkt
doktadne

6465.761317
10632.427984
3302.181070
8549.094650
5051.152263
5009.999985
5010.000000
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Wzory sumacyjne
0O000000e
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