Cwiczenia 9.04.2020 r.

Omowie przyktad (z: Janus, Myjak...) o obliczeniach postaci kanonicznej wraz z zastosowaniem:

PRZYKLAD 4.5. ZnaleZ¢ rozwiazanie rownania
Upy — FlUyy + 2Uszy = 0, (4.18)
spelniajace warunki poczatkowe
u(x,0) = 32, uy(z,0) = 0.

Rownanie charakterystyk ma postac
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Charakterystykami rownania (4.21) sa rodziny prostych

r+y=0C, 3r—y=~0Ch
Komentarze i uzupetnienia. Zauwazmy po kolei:
au(x,y) = 1, aiz(x,y) = 1 (a nie 2!!) , az2(x,y) = -3, wyznacznik
A(x,y) = - (a11 a22 — a12 2) = 4 (hiperboliczne na catej ptaszczyznie).
Réwnanie charakterystyk — zawiera oczywiscie wspotczynnik ,-2”, gdyz z postaci (przypomne z
postu): dla danej catki pierwszej g(x,y(x)) mamy
dog(x,y(x)) =g_x +g_y dy/dx = 0.

Stad dy/dx = - g_x/g+y i po podstawieniu do réwnania pojawi sie

a1(x,y) (dy)® - azz(x,y) dy dx + az(x,y) (dx)*=0.
Uzyskamy takie réwnanie j.w. Podstawiamy t = dy/dx i uzyskamy:

t?-2t-3=0.
Liczymy klasycznie pierwiastki (delta =4 + 12 = 16 = 4A(x,y) — i tak musiato by¢!!)

t1=(2+4)/2=3 , t,=(2-4)/2=-1.
Czyli

dy/dx = 3 , dy/dx =-1

dy = 3dx , dy = -dx

y=3x+C; , y =-x+C;
Catki pierwsze: ui(x,y) =3x—y oraz uz(x,y)=x+y < takjak na grafice powyie;.

Podstawienie:



W celu sprowadzenia rownania do postaci kanonicznej wprowadzamy nowe zmienne

E=z+y, n=3z—y.

Mamy
Uy = we+ 23wy, Uy =we— Wy,
Uze = Wee + 6wey + Ywyy,
Upy = Weg + 2Wen — JWyy,
Uyy = Wee — 2Wey + Wy

Podstawiajac uzyskane wielko$ci do réwnania wyjsciowego otrzymamy
W, = 0
Calkujac jak w poprzednim przykladzie ostatnie rownanie otrzymamy

w(&,n) = F(&) + G(n),

gdzie F' i G sa dowolnymi funkcjami klasy C'. Wracajac do zmiennych wyjsciowych
otrzymamy
u(z,y) = F(x +y) + G(3z — y). (4.19)

Zauwazmy: w nowych zmiennych réwnanie dato sie catkowaé metodg bezposredniego
catkowania (a nie musi tak byé — nawet w postaci kanonicznej).

Szukamy teraz funkcji ' i G tak aby byly spelnione warunki poczatkowe, czyli
u(z,0) = F(z) + G(3z) = 327,
uy(2,0) = F'(z) — G'(3z) = 0.
| taki uktad réwnan powinien dac sie jednoznacznie rozwigzac (o ile metoda d’Alemberta ma dziata¢!!).
Raczej (to moja opinia) nie rézniczkujemy obustronnie zadnego réwnania, tylko catkujemy, tak, aby byty 2
rownania zawierajgce funkcje F i G. Autorzy preferujg jednak rézniczkowanie: poréwnam obie metody.
Najpierw rézniczkowanie (tu sg skréty obliczeniowe):

Z réwnan

F'(x) 4+ 3G'(3z) = 6z, F'(z)—-G'(3z) =0,

otrzymamy

3
G! 3.“ = =1,
(32) = 3,
a przyjmujac t = 3r mamy
1
G'(t) = =t
t) =3
czyli
1.
G(t) = Zi"‘ +C.

Teraz obliczamy drugg funkcje:

Wykorzystujac ponownie pierwszy warunek poczatkowy oraz ostatnia relacje otrzy-
mamy
. 3
F(r) =322 - G(3x) =322 — =22 - C = Z:r2 - C

Musimy wyrugowac C z obu réwnan (zauwazmy, ze da sie to zrobi¢) i mamy:



Podstawiajac uzyskane wartosci do wzoru (4.22) otrzymamy szukane rozwiazanie

3 1
u(z,y) = 1(:1: +y)° + Z(i_{:r. —y)2

O] | G
-- A teraz rekomendowane catkowanie obustronne:

F(x) + G(3x) =3x*> , F(x)-G’(3x)=0.

Catkujemy obustronnie drugie réwnanie w granicach od (pewnego) xo do x :

fx(F’(s) —G'(3s))ds = Jxo ds =0

X0

F(x) — F(xy) —%G(Z%x) +%G(3xo) = 0.

Wyliczamy z pierwszego (nie catkowanego) réwnania np. F(x) = 3x% - G(3x) . Podstawiamy:

3x% — G(3x) — F(x,) —%G(Z%x) +%G(3x0) =0

4 1
§G(3x) = —F(xy) + §G(Sx0) + 3x2
Mnozymy obustronnie przez % i wstawiamy t = 3x, czylix=1/3 t:
3 1 1
G(t) = —ZF(XO) + ZG(?)XO) + th

(tak przy okazji: poprzednio byto jakies ,C”, to jest ono jawnie zalezne od wyboru
poczgtkowego punktu catkowania).
Wyliczamy F(x):

1 1
F(x) = F(xp) + 3 G(3x) — §G(3x0)
| po wstawieniu — najlepiej G(3x) (patrz wyzej):
3 1 3,
F(x) = ZF(xO) — ZG(SxO) + 2%

To nadal zawiera dowolna wielkos¢ xo , ale rozwigzanie jest postaci u(x,y) =F(x+y) +G(3x-y),
czyli po podstawieniu wielkos$ci zwigzane z xo skrdocg sie (w tej metodzie: muszg, albo sie nie
stosuje...):

u(x,y) = % (x+y)> + % (3x —y)?.



