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Liczby rzeczywiste

Komputer moze postugiwaé sie typem real, ale nie sa to jednak
liczby rzeczywiste, a jest on

skonczonym zbiorem reprezentantow przedziatow.

Jak sie przekonamy na wyktadzie - liczby rzeczywiste to
skomplikowany obiekt...

Cata prace za komputer musi wykona¢ programista....
Obliczenia numeryczne = obliczenia (przyblizone) na danych typu

real .

Np. liczba rzeczywista e € R bedzie bezposrednio potrzebna (np.
przy zagadnieniach wizualizacji) - a wprowadzimy ja na wyktadzie...
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Unikamy probleméw... liczby rzeczywiste

Na poczatek banalne zagadnienie:

11 1
T .—-.3.3..... = 77
373 333...3 07
| —

n - krotnie n - krotnie

Drugie pytanie: w tym przypadku stosujemy wzory na pierwiastki
tréjmianu czy wzory Viete'a 77 Co lepiej? Sprawdzi¢ na

wx)=x*—k-x+1

dla odpowiednio (do stosowanej arytmetyki zmiennopozycyjnej)

duzych k...
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Prosze by¢ swiadomym ograniczen obliczern komputerowych:

"Diagonal arguments are used to prove many fundamental
results about the limitations of computation, such as the
undecidability of the Halting Problem for programs and the
inherent, unavoidable inefficiency (exponential time or worse) of
procedures for other computational problems. So computer
scientists do need to study diagonal arguments in order to
understand the logical limits of computation. Ad a well-educated
computer scientist will be comfortable dealing with countable sets,
finite as well as infinite.”

(Mathematics for Computer Science, Eric Lehman, F
Thomson Leighton, Albert R Meyer)
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Zero. Przyblizenia.

Pewnie wiekszo$¢ czytelnikéw napotkata w “C++" funkcje
epsilon() lub FLT_EPSILON, DBL_EPSILON , LDBL_EPSILON
(dla typéw zmiennoprzecinkowych). Ta pierwsza wg dokumentacji
to "najmniejsza liczba wieksza niz 1 reprezentowalna w podwdjnej
precyzji'. Czyli przy 64-bit IEEE podwdjnej precyzji, mamy
52-bitowa mantyse i 11-bitowa ceche:

1.0000000000000000000000000000000000000000000000000000 x 2° =1
A wiec:
1.0000000000000000000000000000000000000000000000000001 x2° = 142752

Czyli
epsilon() = (1 +2752) — 1 =272,

to takie "zero” ...
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Kresy i punkty skupienia zbioréw.

Kresy zbioréw: pozwala to np. na obliczanie 1/x
(tu: bazujace na nieréwnosci pomiedzy srednimi, inne algorytmy
pdzniej...): niech ag =1, by = x > 0. Definiujemy

; _ 2ap- b,
n+1_an+bna

an+b
bpy1 = "2 iy

Sprawdzi¢, ze \/x = sup,en {an} = infpen {bn} .

Co do punkéw skupienia zbioréw, to czasami ich
wykorzystanie jest nieoczywiste. Przywotam algorytm funkcji
skrétu MD5. W obliczeniach potrzebne sa state
K[i] := floor(232 - abs(sin(i + 1))). Ale wtasciwie dlaczego takie?
Dlaczego w ogdle wiemy, ze to rézne state? Co wiemy o zbiorze
{sini: i € N}? Jak usprawniono ten algorytm? Chcecie co$
usprawni¢? To trzeba zrozumie jak dziat to co jest...
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Fakt, ze badanie funkcji jest niezbedne informatykom nie
podlega chyba (77) dyskusji (a juz funkcje logarytmiczna i
wyktadnicza przy szacowaniach btedéw metod, to juz absolutna
podstawa). Ale twierdzenia o ich wtasnosciach?
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Funkcje 2.

Proste zastosowania:

vV v vy

twierdzenie o ztozeniu funkcji obliczalnych (teoria
obliczalnosci),

funkcje tworzace i ich wtasnosci przy badaniach rekurencji,
interpolacja trygonometryczna (funkcje okresowe),

funkcje skétéw (haszujace),

problemy ztozonosci obliczeniowej (np. funkcje logarytmiczne i
wielomianowe),

w metodach numerycznych wtasnosé¢ Darboux przy badaniu
istnienia rozwiazan réwnan nieliniowych (powiemy o tym przy
okazji metody bisekgji),

funkcje tworzace - dla “matematyki dyskretnej” zastosowanej
w informatyce,

grafika komuterowa, wizualizacja, analiza obrazéw (a tam
funkcje trygonometryczne, pochodne) itd.
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Funkcja pierwiastek /x.

Metoda Newtona-Raphsona (bazujaca na geometrii - jako
bok pola kwadratu o boku pierwiastek z x, rozpoczynamy od
prostokata i zmniejszamy réznice pomiedzy dtugosciami bokoéw
korzystajac ze $redniej arytmetycznej) a > 0:

1 " a a
X = — X, —_— X1 = —.
n+1 2 n X, s X1 2
Sprawdzi¢, ze ten ciag jest zbiezny do +/a - lub np. znalez¢
kres dolny zbioru takich liczb...

(por. tez ¢wiczenia (!) z analizy)
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Funkcje 2.

A jak programy obliczaja wartosci funkgcji? Czy jest “najlepszy
algorytm”? Dla zainteresowanych przeglad algorytméw dla funkgcji
f(x) = /x mozna znalez¢ tu:

https://www.codeproject.com/Articles /69941 /Best-Square-Root-
Method-Algorithm-Function-Precisi
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Z bardziej zaawansowanych zastosowan (bez metod
numerycznych):

» Grafika komputerowa: interpolacja, transformaty (Fouriera w
JPEG czy falkowa w formacie JPEG 2000) (i algebra liniowa),

» Optymalizacja: caty rachunek rézniczkowy (i algebra liniowa),

» Robotyka (i inne modelowania fizyczne): analiza funkcji wielu
zmiennych,

» Transmisja danych (np. oszczedne algorytmy przesytu
strumieniowego): rachunek rézniczkowy stosowany do
probabilistyki, (przesyt danych - transformaty Fouriera itp.),

» Analiza algorytméw - o tym szerzej ponizej (np.
asymptotyka)...

» Jako metoda komunikacji z uzytkownikami oprogramowania!!

» Algorytmy kryptograficzne: istotna réznowartosciowosé
funkgji, a takze wiasnosci pewnych klasycznych funkcji (np.
funkcja sinus w algorytmie MD5),

L
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A moze rekurencja? [N. Wirth]

Obliczanie % dla rzeczywistych liczb x (poprzez mnozenie i
dodawanie).

Dane: a9 =1, cg =1 — x (x #0). Definiujemy:
dp = ap-1-" (1 + Cnfl) Ch = Cp—-1'Cp—1

Whtedy (dlaczego?)

lim a, = —

n—o00 X
Ale najpierw (!!) wypadatoby sprawdzi¢, ze te ciagi sa zbiezne
(tw.: Ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.) !!

Doktadnie ta sama idea stuzy do obliczen sum szeregéw

(a wiec i wartosci funkcji np. sin x, czy e¥).

| ponownie: najpierw zapewni¢ zbiezno$¢ szeregu, potem liczy¢.
Problem dodatkowy: oszacowanie btedu !!?? [N.Wirth str. 52-53]
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Rekurencja - pytanie.

Dane sa ciagi:

1
ant1 = (an)? oile (an)? <2oraz api1 = Ea% oile (an)?>2,

bn

bn+1 — ?7

Sni1 =Sy 0ile (ap)? <2oraz spp1 =S+ boyp1 0 ile (a,)% > 2.
Pytania: czy istnieje i jaka jest granica ciagu (sp)?

Kiedy istnieje (dla jakich wartosci poczatkowych: rozpocznij
oda=x>0,by=1isy=0)7

Jak zakoriczy¢ obliczenia (warunek stopu)?
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Rekurencja - c.d.

Zadania do przemyslenia (etapy rozumowania, réznice
pomiedzy przyktadami):

ag = V3 , An+l = V3 + an.
bo =3, byi1 = (3+ by)?,
fo=1,fH=1, fn+2:fn+1+fn-
(liczby Fibonacci'ego)

1
= ¢ = const. , =——-5-
Yo n Yn+1 nr1l Yn

(ostatnia relacja to obliczanie rekurencyjne pewnych catek, tylko yp
nalezy obliczyé wstepnie).
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To prosta (czyzby?) metoda znajdowania przyblizonego
rozwiazania réwnania.

Wezmy réwnanie (dla ufatwienia jest to wielomian o
wspétczynnikach catkowitych):

W(x) = x> — 8x* + x + 11.

Na poczatek jest tatwo: wiemy (dzieki matematyce!), ze mamy 1,
3 lub 5 rozwiazan rzeczywistych (mozna wykona¢ wykres, o ile
potrafimy...).

Obliczamy kilka wartosci w réznych punktach (zastanowi¢ sie
jak je wybiera¢). Np. W(0) =11 > 0, W(2) = —83,
W(-2) = —151, W(10) = ... > 0. Zlokalizowali$my co najmniej 3
rozwiazania (a ile ich jest?).
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Teraz stosujemy znany algorytm bisekcji, ALE ...

1. lle jest rozwiazan?

2. Czy na pewno w przedziatach [—2,0], [0,2] i [2,10] mamy
rozwiazanie i jest ono jedyne?

3. Czy (i jak?) mozna oszacowa¢ btad przyblizenia?

4. O ile przyjmiemy zaktadana doktadno$¢ przez ¢, to co sie
stanie z algorytmem, gdy |x; — x2| < & (x1, x2 - rozwiazania)?

Dobre? No to

in2" 0 xe| -t 1
LV X~ 110000000°

powodzenia... Problemem jest tez powolna zbiezno$¢ metody...

Pomoze matematyka (i analiza matematyczna)...
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Proces aproksymacji to wazny punkt analizy matematyczne;j.
Obliczanie przez komputer wyrazenia z zadana doktadnoscia nie
jest banalne gdy obliczamy wartosci rzeczywiste x. Przeciez juz w
punkcie wyjécia mamy warto$¢ przyblizona (np. przekatna
kwadratu o boku 1 ...). Przyktady ograniczania btedéw (f -
“trudna”, g - “tatwa” obliczeniowo):

f(x) = x-sinx oraz g(x) = x?

maja “bliskie” wartosci dla x w otoczeniu zera

2
f(x):x :_1 oraz g(x)=x

maja “bliskie” wartosci dla “dostatecznie” duzych x.

A jak rola analizy matematycznej? Koniec z cudzystowami,
skorzystamy z granic i asymptot (symbole o “mate” i O “duze").
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Lubimy wielomiany...

Czy to byt przypadek, ze do przyblizen uzylismy
wielomianéw? Oczywiscie nie...

Maja one oczywista ceche utatwiajaca ich stosowanie w
informatyce: mozna je utozasamic z ciagami ich wspdtczynnikdw,
czyli f(x) = apx" + a,_1x" "1 + ... + a1x + ap wystarczy zapisaé
jako (an, ap—1, ..., a1, a0) i operacje obliczanie pochodnej czy catki
sa dokfadne, np. f'(x) ~ (0,n-an,(n—1) - ap_2,...,a1). Jesli wiec
funkcje mozna przyblizy¢ wielomianem (potrzebne metryki =
odlegtos¢ pomiedzy funkcjamil!), to informatycy chetnie to stosuja
(np. interpolacja wielomianowa, szeregi potegowe). No i
oczywiscie aproksymacja wielomianowa, gdzie wspomniane wyzej
cechy sa szczegdlnie wazne...

Nie zapominajmy o funkcjach tworzacych (wielomianowych) i
ich roli w informatyce...
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Funkcje asymptotycznie niewieksze.

Prawie przy kazdej okazji przedstawiania algorytmu podany
bedzie np. rzad jego ztozonosci obliczeniowej: "O" duze = symbol
Landau’a, np. sortowanie o ztozonosci O(nlog n), co postuzy do
oceny i poréwnywania algorytméw. Alternatywa sa nieréwnosci
pomiedzy ciagami dowodzone poprzez indukcje matematyczna...

Funkcja asymptotycznie niewieksza od funkcji g(n) to taka
funkcja f : N — R, dla ktérej istnieja ¢ > 01i ng € N, ze
|f(n)| < c-|g(n)| dla (prawie) wszystkich n > no.

Podstawowym zastosowaniem notacji asymptotycznej w
informatyce jest szacowanie dtugosci dziatania programéw, w
szczegdlnosci procedur rekurencyjnych, ktrych ztozonos¢ tatwo
opisaé réwnaniem rekurencyjnym.

Patrz tez notacje: "duze Theta” ©(n) i "duze Omega Q(n)
(ich warunki wystarczajace w jezyku granic ciagdw)...
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Czasowa ztozonos¢ obliczeniowa.

Oznacza to, ze |f(n)| < c - |g(n)| zachodzi dla (prawie
wszystkich) liczb naturalnych n, czyli po prostu (warunek

wystarczajacy)
f
lim (n)

n—oo g(n)
lub nawet niekiedy warunek stosowany ogdlniej:

: f(n)
I|,r1n_)soL<1>p 2(n)

< 00

< o0

Zbiér funkcji asymptotycznie nie wiekszych niz g(n) oznaczamy
przez O(g(n)). Przyktadowe zastosowanie w informatyce:
twierdzenie o rekursji uniwersalnej (szacowanie dtugosci
dziatania programu wraz ze wzrostem ilosci danych - oczywiscie
asymptotyczne oszacowanie).

http://th-www.if.uj.edu.pl/~erichter/dydaktyka/Dydaktyka2013/TPI-
2013/ TPl-wyklad-3-2013-new Templ.pdf
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Funkcje asymptotycznie podobne (réwne).

Jezeli limp_ o0 % =1 < o0, to funkcje sa asymptotycznie

réwne (czyli f(n) ~ g(n)). Studenci matematyki ucza sie np.

wzoru Stirliga
n n
nl ~2mn <7)
e

(o liczbie e powiemy oczywiscie na wyktadzie...), a w informatyce
(kryptografia) np. przyblizenie na ilo$¢ liczb pierwszych nie
wiekszych niz n
(n)~
w(n) ~ —.
Inn

Mozliwe zastosowanie wzoru Stirlinga dla informatykéw: np.
oszacowanie liczby cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby 999!.
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Funkcje asymptotycznie mniegjsze.

Kolejny szczegdlnie ciekawy przypadek:

im f(n) =
n|—>oo g(n) 0

)

czyli symbol "0" mate..., czyli istnieje ng, takie, ze dla dowolnego
¢ > 0 nieréwno$¢ |f(n)| < c - |g(n)| zachodzi dla wszystkich liczb
naturalnych n > ng.

W informatyce - np. przydatne w badaniach ztozonosci
obliczeniowej, jak w twierdzeniach o hierarchii czasowej i
pamieciowej czy w szacowaniu reszty we wzorze Taylora = btedu
lub w badaniach ztozonosci czasowej algorytméw (np. istotny
wynik: dla kazdego k mamy log, n = o(n*) - algorytm
przeszukiwania potéwkowego), patrz tez - pézniej - tw. Stolza i
reguta de I'Hospitala....

Poza tym dzieki twierdzeniu: jezeli f(n) = o(g(n)) , to
f(n) = O(g(n)), pojecie bedzie przydatne bezposrednio.



Najprostsze przyktady zastosowan:

» metoda stycznych,
» szacowanie btedéw wzordw interpolacyjnych (np. Lagrange'a),

» Al i automatyka : modelowanie dynamiki bardziej ztozonych
uktaddw,

> przy korzystaniu z funkcji tworzacych,

» grafika komputerowa i wizualizacja (w tym metody
numeryczne),
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Catki 1.

Klasyczny przyktad zastosowania categ w grafice
komputerowej to réwnanie renderowania Kajiya (co gorsza -
potrzebne na ogdt metody catkowania numerycznego :-) ).

Inny przypadek: w teorii kolejkowania - np. réwnanie catkowe
Pollaczka.

Absolutna “klasyka” - szacowanie sum (czeste w
obliczeniach) poprzez catki:

n+1

/n NOEE éﬂf(k) < / F(x) dx.

m— m

A teraz zadanie: jakie sa zatozenia, aby powyzszy wzdr byt
prawdziwy? Odpowiedzi szukaj na wyktadach z analizy...
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Na pocieszenie...

Zawsze da sie znalez¢ jakas prace dla “informatyka”
(" praktyka”) nie znajacego matematyki!
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