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Wstep 2

Czym jest analiza numeryczna?

e Przedmiotem analizy numerycznej (metod numerycznych, scientific
computing) jest tworzenie, projektowanie i analiza algorytmdw
stuzacych rozwigzywaniu probleméw matematycznych pojawiajgcych
sie w zagadnieniach naukowych i inzynieryjnych.

e Zagadnienia te opisane s3 funkcjami i réwnaniami, ktére zaleza
od ciagtych z natury wielkosci (potozenie, predkos¢, temperatura, itp.).

e /azwyczaj zagadnienia te nie majg Scistych, analitycznych rozwigzan.
Dlatego potrzebne s3 metody rozwigzywania, ktére pozwalaja
na znalezienie rozwigzania (przyblizonego) w skonczonej liczbie krokéw.

e Kluczowy problem: analiza przyblizen i ich efektow.

e Poszukiwanie stabilnych i efektywych algorytméw.



Wstep 3

Strategia postepowania: zastepowanie trudnego problemu przez
prostszy, ktéry ma identyczne, badz zblizone rozwigzanie

Zastepowanie:
e procesu nieskonczonego przez skonczony
e ogolnych macierzy przez prostsze
e skomplikowanych funkgcji przez prostsze (np. wielomiany)
e zagadnien nieliniowych przez liniowe
e zastepowanie rownan rézniczkowych przez algebraiczne

e zagadnien nieskonczenie wymiarowych przez zagadnienia okreslone
w przestrzeniach skonczenie wymiarowych



Wstep

Metody numeryczne

—_
= O

© 0 N O O A W N R

. Wstep — rola metod numerycznych w rozwigzywaniu zadan
. Dokfadnosc¢ obliczen numerycznych

. Uktady rownan liniowych

. Aproksymacja liniowa sredniokwadratowa

. Wartosci i wektory wtasne macierzy

Rownania nieliniowe
Interpolacja

Roézniczkowanie numeryczne

. Catkowanie numeryczne
. Réwnania rozniczkowe zwyczajne

. Réwnania rézniczkowe czastkowe



Wstep 5
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Doktadnos¢ obliczen numerycznych

Zrédfa btedéw

1.

Modelowanie: upraszczajace zatozenia tkwigce u podstaw modelu
matematycznego uzytego do opisu danego zjawiska

Dane doswiadczalne: niedoktadnosci  danych  wejsSciowych
wynikajace z ograniczen urzadzen pomiarowych i przypadkowych
zmian warunkdéw, w ktorych dokonywane sg pomiary.

Poprzednie obliczenia:

e btedy zaokraglen
e bfedy przyblizen (aproksymacji, dyskretyzacji, obciecia)
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Btedy w obliczeniach
Rozwigzanie problemu mozna przedstawi¢ (w przyblizeniu) jako
f:R—R

Dla doktadnej danej wejsciowej x otrzymujemy prawidziwy wynik f(x).
Jesdli dysponujemy tylko ¥ ~ x oraz mozemy postuzyC sie przyblizonym
rozwigzaniem f, to

catkowity btad = ( ) — f(x)
= (J(&) = f(8) + (f(%) — f(2))
(a) (b)

(a) btad obliczeniowy (computational errror)

(b) propagowany btad danych (propagated data error)
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Rodzaje btedow

e Btad obciecia/dyskretyzacji: réznica miedzy wynikiem prawdziwym
i uzyskanym przy pomocy danego algorytmu z zastosowaniem
doktadnej arytmetyki

e Btad zaokraglenia: roznica miedzy wynikiem uzyskanym przy pomocy
danego algorytmu z zastosowaniem arytmetyki doktadnej i arytmetyki
o skonczonej doktadnosci

btad obliczeniowy = btad obciecia 4+ btad zaokraglenia

W praktyce zwykle trudno wydzieli¢ poszczegdlne typy btedéw i dlatego
czesto traktuje sie je zbiorczo jako btedy danych wejsciowych.
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Wsteczna analiza btedéw'

Analiza btedéw obliczeniowych jest zwykle bardzo ztozna. Dlatego
przeprowadza sie wsteczng analize btedow.

Zatozmy, ze rozwigzanie ktore mamy jest Scistym rozwigzanie dla
zmodyfikowanego problemu. O ile trzeba zmodyfikowa¢ dane wejsciowe,
zeby otrzymac taki sam wynik dla problemu oryginalnego?

f

—e f(2)

backward error forward error

IM. T. Heath, Scientific Computing, McGraw-Hill, 1997
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Rodzaje btedow

Niech @ bedzie przyblizong wartoscig wielkosci, ktorej doktadng wartosc
oznaczmy przez a. Okreslamy dwa rodzaje btedow:

e btad bezwzgledny wartosci a: @ — a

e btad wzgledny wartosci a: (@ — a)/a, jesli a # 0

wielkos¢ bezwymiarowa, czesto wyrazana w procentach

W praktyce zwykle nie znamy wartosci dokfadnej. Dlatego zastepujemy
ja wartoscia dang i obserwujemy jak ulega zmianie pod wptywem
rozmaitych btedow.
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Wskazniki uwarunkowania dla zadan i algorytmow

e dobre/zte warunkowanie algorytméw

e dobre/zte warunkowanie zadan

Dobre/zte warunkowanie jest okreslone przez niewrazliwo$¢/wrazliwosé
danych wyjsciowych na zaburzenie danych wejsciowych.

Wskaznik uwarunkownia problemu f w punkcie = jest zdefiniowany jako

(f(%) — f(=))/f(=)]
(T —z)/x]

Méwimy o niestabilnych (numerycznie) algorytmach lub niestabilnych
(matematycznie) zadaniach, jesli liczba uwarunkowania jest duzo wieksza

niz jeden.

Przykfad: e** dla z > 1, cos(z) dla z ~ 7/2.
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Wskazniki uwarunkowania dla zadan i algorytmow

Przyktad: Nalezy wyznaczy¢ z, y oraz x + y z uktadu réwnan

r+ay =1
ar+y = 0
x = 1/(1 — o?) i wskaznik uwarunkowania dla x wynosi
Az/z  2a°
Aa/o  1—a?
Algorytm jest dobrze uwarunkowany dla a < 1lia>1, zledla a =~ 1.
Obliczanie y = —a/(1 — o?) jest zle uwarunkowane dla o ~ 1.
1 o 1
Z2=T+y=

l1—a? 1—-a? 1+«

jest dobrze uwarunkowane dla a =~ 1.

/Zte uwarunkowanie algorytmu mozna czesto zmniejszyC przez
przeprowadzienie obliczen w podwyzszonej precyzji. Wskazniki
uwarunkowania algorytmu i zadania sg od siebie wzajemnie niezalezne.
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Cyfry istotne i znaczace
Jak poprawnie zapisywa¢ wyniki pomiaréw /obliczen?
e Czy masa samochodu wynosi 1.25 t, czy 1250000 g?
e Czy masa probki chemicznej wynosi 2.3562 g, czy 0.0023562 kg?

W jaki sposob zapis wyniku pomiaru ma okresla¢ jego dokfadnosé?
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Cyfry istotne i znaczace

e Cyfry istotne — wszystkie cyfry z wyjatkiem zer na poczatku liczby
pomagajacych okresli¢ pozycje kropki

e Cyfry utamkowe — wszystkie cyfry po kropce, takze zera miedzy kropka
| pierwsza cyfra rézng od zera
e Poprawne cyfry utamkowe, cyfry znaczace
Niech wartos¢ wielkosci a bedzie wyrazona liczbg posiadajaca cyfry
utamkowe. Jesli )
i—al < =107,
i~ <
to cyfry utamkowe wystepujagce az do pozycji p-tej nazywamy
poprawnymi cyframi utamkowymi.

Cyfry znaczace, to cyfry istotne wchodzace w sktad poprawnych cyfr
utamkowych; cyfry istotne wystepujace w @ do pozycji p—jej po kropce.
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Cyfry istotne i znaczace

wynik cu ci pcu cz |afa—1| poprawny wynik
0.0012345 + 0.0000002 7 5 6 4 2x10* 1.234 x 1073
0.0012345 +£0.00000004 7 5 7 5 3x107° 1.2345 x 1073
0.001230045 +0.00006 9 7 3 1 5x1072 1x1073
123.45 + 0.002 2 5 2 5 2x107° 1.2345 x 107
123.45 £ 0.008 2 5 1 4 6x10° 1.235 x 102
123.4500 + 0.002 4 7 1 4 2x10° 1.235 x 107
123.4005 + 0.0002 4 7 3 6 2x107°° 1.23401 x 107
123.4005 + 0.002 4 7 2 4 2x107°° 1.2340 x 107
123.45 4+ 0.06 2 5 0 3 5x10* 1.23 x 102
0.123045+0.000002 6 6 5 5 2x107° 1.2305 x 107!
0.123045+0.0000004 6 6 6 6 3x10°° 1.23045 x 107!
0.123045 + 0.00006 6 6 3 3 5x1073 1.23 x 1071

cu — cyfry utamkowe, ci — cyfry istotne, pcu — poprawne cu, cz — cyfry znaczace

Cyfry poprawne okreslajg wielko$¢ btedu bezwzglednego, cyfry znaczace -

wzglednego.

Jesli jakis wynik jest zapisywany bez oszacowania bfedu, ale poprawnie zapisany, np. 123.45, to mamy

prawo przypuszczac, ze jest on obarczony btedem nie wiekszym niz 0.005, czyli obejmuje on liczby

z zakresu od 123.445 do 123.455.
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Zaokraglanie liczb
e przyblizanie liczby niewymiernej przez wymierna, np. 7 przez 22/7

e przyblizanie utamka przez rozwiniecie dziesietne okresowe, np. 5/3
przez 1.6667

e redukowanie liczby cyfr istotnych utamka

e zastepowanie koncowych cyfr liczby catkowitej przez zera, np. 23217
przez 23200

e zamiana liczb rzeczywistych na catkowite

e przeprowadzanie operacji arytmetycznych na liczbach o skonczonej
precyzji
axb=0.122 x 0.915 =0.111630 ~ 0.112

cxXd=0.126 x 0.923 = 0.116298 ~ 0.116
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Zaokraglanie liczb

Ograniczenie liczby cyfr utamkowych odbywa sie poprzez obciecie lub
zaokraglenie.

Obciecie polega na odrzuceniu cyfry p + 1-szej i nastepnych.

Zaokraglenie (do najblizszej) polega na wyborze sposrdd liczb majacych
p-cyfr utamkowych liczby najblizszej do liczby danej. Jesli fragment
liczby znajdujacej sie na prawo od cyfry p-tej ma modut mniejszy niz
éx 1077, to cyfre p-tg pozostawiamy bez zmiany. W przeciwnym przypadku
zwiekszamy te cyfre o 1.

W standardzie IEEE 754 wyréznia sie przypadek, kiedy modut fragmentu
jest doktadnie rowny ; x 1077, Wéwczas zwieksza sie cyfre p-ta o 1, jesli
jest nieparzysta, a pozostawia sie j3 bez zmiany, jesli jest parzysta. Jest to
tzw. zaokraglanie potéwki do parzystej (rounding half to even).
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Zaokraglanie liczb

Konsekwentne stosowanie zaokraglania oznacza, ze wyniki liczbowe nie
uzupetnione dodatkowym oszacowaniem btedu nalezy uwazaé za obarczone
btedem nie wiekszym niz ;jednostki ostatniego uwzglednionego miejsca
utamkowego.

Przyktad:

Jesli w wyniku pomiaru otrzymujemy wartosc¢ 8, to wynik dziatania 8 x 8
nalezy zapisa¢ jako 6 x 10!.

Wynik dziatania nie moze miec wiecej cyfr znaczacych niz liczby wchodzace
w jego sktad.

Podanie wyniku jako 6.4 x 10! dawatoby fatszywe poczucie doktadnosci
pomiaru. Jedli pomiar daje wyniki z zakresu [7.5,8.5], to jego kwadrat

obejmuje liczby z zakresu [56.25, 72, 25].
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Przenoszenie sie btedow

Podstawowymi  operacjami  arytmetycznymi  wykonywanymi  przez
maszyne cyfrowg s3 dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie.
Z tymi operacjami s3 zwigzane bfedy wynikajagce z niedoktadnosci
sktadnikéw /czynnikéw (operandéw) i btedéw zaokraglen.

r1/Axy, xo/Axy, ... x,/Ax, — operandy/btedy operanddw
W ogdlnym przypadku wyznaczona (obliczona) wielko$¢
Yy = f(xla'r%“' 7:Cn)

jest pewna funkcjg wielu niezaleznych zmiennych x;, z ktérych kazda jest
obarczona btedem Ax;.

Ze wzoru Taylora wynika, ze

y+ Ay = f(r1+ Az, 20+ Axoy, ...z, + Axy)

_ T Az,
flxy,20,.. . 2 )+i§1 o, L +¢§1j§1 O0x;0z;
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Przenoszenie sie btedow

Jesli zatozyc¢, ze btedy Ax; s3 mafte, to

n Of
Ay ~
Y igl (9513'1

n Of
Ay <
¥ gl‘(?a:i

Al’i

| | Ay

Jest to ogdlny wzér dla szacowania btedéw (przenoszenia sie btedéw).
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Przenoszenie sie btedow

Ze wzoru wynika, ze dla sumy/réznicy dwdch wielkosci x1 i 2, obarczonych
btedami Axq i Axy otrzymujemy

Y = x1 X

Ay = Axq £+ Axy

Poniewaz btedy moga byc dodatnie badz ujemne, wiec przy szacowaniu
btedu sumy musimy wzig¢ pod uwage ich moduty, czyli btad bezwgledny
U WYnosi

Ay < |Axy| + |Axy|



Dokfadnos¢ obliczen numerycznych 22

Przenoszenie sie btedow

Btad wzgledny przy dodawaniu
Ay _ |Axq| + |Axy
Yy T1+ T2

Btad wzgledny przy odejmowaniu

Ay _ |Azy| 4 |Azy

Y L1 — X2
Jesli z1 = x5, to btad wzgledny moze by¢ duzo wiekszy niz btedy wzgledne
obu skfadnikow!

Przykfad: log ; = loga — log b, a = 2.5000 i b = 2.4999.

IogZ — 0.39794 — 0.39792 — 0.00002,

Zadna cyfra wyniku nie jest poprawna, gdyz powinno by¢ 0.000017372!

Problem: Odejmowanie bliskich sobie liczb, to gtéwne zrodto bteddw.
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Przenoszenie sie btedow
Jak chroni¢ sie przed utrata cyfr znaczacych?

e stosowac wzory stabilne numerycznie:

1
cos(x1) — cos(z,) = 2sin 2(361 + ) sin 2(£L’1 — x3)

1
n(z — Va2 —1) = |
A A

e stosowac wzér Taylora:
Flo+A2)— f(2) = fl+ D) — f(z) = f(2)Az+ f'(2)D+. .

e prowadzi¢ rachunki w podwyzszonej precyzji
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Btad maksymalny i statystyczny
Dla y = =" ; x; btad wynosi Ay =" ; Az;.

Btad sumy zalezy liniowo od liczby skfadnikow. Jesli Az; = 0.5, to suma
10* wyrazéw bedzie obarczona bfedem 5 x 103!

W praktyce nie wszystkie btedy majg taki sam znak, bo zaokraglanie
wprowadza bfedy dodatnie i ujemne, ktére sie kompensuja.

W przypadku duzej liczby zmiennych btad wielkosci ztozonej szacujemy
przez podanie tzw. btedu standardowego (statystycznego).

Takie postepowanie jest uzasadnione, jesli mozemy traktowal btedy
poszczegbdlnych zmiennych jako zmienne losowe niezalezne o rozkfadzie
normalnym.
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Btad maksymalny i statystyczny

Tw. Zatézmy, ze btedy Ax;, ¢ = 1,...,n s3 niezaleznymi zmiennymi
losowymi o wartosci oczekiwanej réownej zeru i odchyleniach standardowych
e;- Wtedy btad standardowy dla y = f(x1,x2, ..., x,) jest dany wzorem

HEE

1/2

i=1 \0x;
Dla sumy n-sktadnikéw o jednakowym btedzie € btad standardowy wynosi
VIR €% =ey/n.

Przy powyzszych zatozeniach i n > 1 btad sumy y ma w przyblizeniu
rozktad normalny z wartoscig oczekiwang 0 i odchyleniem standardowym
0 = £4/M | Jest opisany wzorem

p(Ay) = \/21—7“;

exp(—Ay?®/207)
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Btad maksymalny i statystyczny”

| | T 1 | T |
-3s5D -25D -15D mean +150 +25SD +35D

Ii Eﬂ%gl
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99%

2http://www.totallab.com/products/samespots/support /images/normal-distribution.png
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Uktady pozycyjne

Dowodzi sie, ze kazda liczba rzeczywista ma jedyna reprezentacje postaci

d,[" + dn_lﬁn_l + ...+ dlﬁl + doﬁo + dlﬁ_l + dzﬁ_z + ...

gdzie wspotczynniki s3 cyframi uktadu, tj. liczbami naturalnymi
(catkowitymi) takimi, ze 0 < d; < 3; B — podstawa uktadu pozycyjnego.

Im nizsza jest podstawa uktadu pozycyjnego tym prostsze s3 reguty
wykonywania dodawania i mnozenia.

Wiekszoé¢ komputeréw pracuje w oparciu o dwdjkowy uktad pozycyjny.’
Znormalizowane reprezentacje liczby x przy podstawie (3
r=mxpg% 1/6<|m| <1l x#0

r=mxpg% 1<|m|<p, x#0

3Liczby zapisane w uktadzie dwojkowym sg okoto 3.3 razy dtuzsze niz w uktadzie dziesigtnym. Przy pomocy p cyfr
dwojkowych (bitéw) mozna zapisaé liczbe rzedu 2P. Poniewaz 2P = 107, wiec ¢ = plog2 = p0.30 = p/3.3.
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Liczby zmiennopozycyjne

Niech liczba rzeczywista bedzie postaci

r ==L (do + dlﬁ_l + d26_2 + ...+ dp_lﬁ_(p_1)> 5°
gdzie

Emin < € < Emax, 0<d; <3, 1=0,1,....,p—1
e 3 — podstawa systemu pozycyjnego (liczba parzysta)
e ¢ — wykfadnik (cecha)
® Cnin | €max — zakres wyktadnika
o dody . ..d;_1 — mantysa (significand)
e p — doktadnosé

Przez znormalizowang liczbe zmiennopozycyjng rozumie sie liczbe, ktéra
mozna przedstawi¢ w powyzszej postaci.”

4Postugiwanie sie znormalizowna reprezentacja powoduje, ze nie mozna w niej przedstawié¢ liczby 0! Zwykle
przedstawia sie ja jako 1.0 x Femin—1,
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Liczby zmiennopozycyjne

Nie kazda liczbe rzeczywista mozna przedstawic doktadnie w postaci
zmiennopozycyjnej. Np. 0.1 ma w dwdjkowej reprezentacji nieskonczone
rozwiniecie i lezy miedzy dwiema liczbami zmiennopozycyjnymi.

Swoich reprezentacji zmiennopozycyjnych nie majg liczby wieksze niz
(3 X [3°max | mniejsze niz 1.0 x Fmin,

Rozktad liczb zmiennopozycyjnych na osi liczbowej nie jest jednorodny!’

Figure D-1 Normmalized numbers when B =2, p =3, ¢, = -1 00 =2

°D. Goldberg, What every computer scientist should know about floating-point arithmetic?, Computing Surveys,
March 1991
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Liczby zmiennopozycyjne
Liczba bitow kodujaca liczby zmiennopozycyjne

Iogz(emax — €min T 1) + lOgZ(ﬂp) +1

Operacje wykonywane na liczbach zmiennopozycyjnych s3 obarczone
btedami zaokraglen.

Przyktad: Niech 3 =101 p = 3.
Jeéli w wyniku obliczen otrzymujemy wynik 3.12 x 1072, a wynik doktadny
wynosi 0.0314, to btad wynosi 2 jednostki na ostatnim miejscu (jom).

Jedli liczba rzeczywista 0.0314159 jest reprezentowana jako 3.14 x 1072,
to btad wynosi 0.159 jom.
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Liczby zmiennopozycyjne

Jesli liczba zmiennopozycyjna d.ddd . . . d3° reprezentuje z, to btad wynosi

d.ddd . ..d — z/B3°|3" tjom

Jesli mamy Izp najblizszg prawdziwego wyniku, to moze by¢ ona obarczona
btedem 0.5 jom.

Innym sposobem oceny poprawnosci przyblizenia liczby rzeczywistej przez
lzp jest wyznaczanie btedu wzglednego.
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Liczby zmiennopozycyjne
Jaki btad wzgledny odpowiada btedowi 0.5 jom?

Jesli  przyblizamy liczbe rzeczywista przez jej zmiennopozycyjng
reprezentacje T = d.ddd . ..d(3°, to mozemy popetni¢ maksymalnie bfad
0.000...03" x 3¢ gdzie ' = (3/2 i mamy p cyfr mantysy liczby oraz
p — 1 zer w mantysie btedu. Btad wynosi (3/2)575°.

Poniewaz (3¢ < T < B3¢, wiec

Btad wzgledny odpowiadajacy 0.5 jom moze zmieniac sie o czynnik (3.

Ten czynnik okresla sie mianem kotysania (wobble).
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Liczby zmiennopozycyjne

Liczba rzeczywista zaokraglona do najblizszej lzp jest obarczona bftedem
wzglednym ograniczonym przez wielkos¢ € = (3/2)57F.

Okreslenia e:

e epsilon maszynowy

e (wzgledna) doktadnos¢ maszynowa

e jednostka zaokraglenia
Jedli lzp ma bfad n jom, to oznacza, ze logz(n) jej cyfr jest
zanieczyszczonych. Podobnie jest, jesli btad wzgledny wynosi ne.

Przy szacowaniu btedow wprowadzanych przez rozmaite wzory wygodniej
jest postugiwad sie btedami wzglednymi.

6Jesli wystarczy ocena rzedu wielkosci btedu, to mozna do tego celu uzywaé zaréwno jom-u jaki i btedu wzglednego,
gdyz réznig sie one co najwyzej o czynnik [3.
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Liczby zmiennopozycyjne: odejmowanie

Jednym ze sposobdw wyznaczania réznicy dwoch Izp jest wykonanie
dziatania dokfadnie i zaokragleniu wyniku do najblizszej lzp. Jest
to kosztowne, jesli liczby réznig sie znacznie wielkoscia.

Przykfad:

r = 2.1500000000000000000 x 10*?
y = 0.0000000000000000125 x 10*
r—y = 2.1499999999999999875 x 10%°

Po zaokragleniu: 2.15 x 10'2. Jedli operacje wykonaé w arytmetyce
zmiennopozycyjnej z p = 3, to

r = 2.15 x 102
y = 0.00 x 102
z—1y = 2.15 x 10%
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Liczby zmiennopozycyjne: odejmowanie
Przyktad: Niech z = 10.1, y = 9.93.

r = 1.01 x 10*
y = 0.99 x 10°
r—1y = 0.02 x 10*

Poprawny wynik wynosi 0.17, wiec btad rdéznicy wynosi 0.03=3 jom. Btad
wzgledny (0.03/0.17=0.18) jest réwny 35¢ (¢ = 0.005) i tylko jedna cyfra
wyniku jest poprawna!

Tw. W arytmetyce zmiennopozycyjnej z parametrami (3 i p wyznaczanie
roznicy moze by¢ obarczone btedem wzglednym < 3 — 1.

Jesli 3 = 2, to bfad moze by¢ tak duzy jak wynik. Dla 3 = 10 — btad
wzgledny moze by¢ 9 razy wiekszy od wyniku!

Poniewaz (3 —1)/e = 3P, wiec przy btedzie wzglednym rzedu (5 wszystkie
cyfry wyniku s3 zanieczyszczone.
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Liczby zmiennopozycyjne: cyfry chroniace (guard digits)
Co sie dzieje, jesli operacja odejmowania zostanie przeprowadzona
z uzyciem dodatkowej cyfry (cyfry chroniacej)?

z = 1.010 x 10°

y = 0.993 x 10°
r—y = 0.017 x 10*

Wynik jest doktadny!

Przy uzyciu jednej cyfry chronigcej otrzymuje sie wyniki, ktére s3 obarczone
btedem wzglednym, ktory moze by¢ nieco wiekszy niz €.

Whiosek: Bez zastosowania cyfry chronigcej odejmowanie od siebie
bliskich sobie liczb (lub dodawanie wielkosci o przeciwnych znakach)
jest obarczone duzymi btedami wzglednymi, gdyz cyfry znaczace obu
sktadnikdw s3 identyczne i sie znosza.

Znoszenie sie cyfr znaczacych moze mieé¢ charakter katastrofalny lub
tagodny.
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Liczby zmiennopozycyjne: znoszenie sie cyfr znaczacych

Katastrofalne znoszenie sie cyfr znaczacych — sktadniki wyrazenia
sg podatne na bfedy zaokraglenia.

Przykfad: Wyznaczyé vb? — 4ac dlab=3.34, a =1.22 i c = 2.28.

tagodne znoszenie sie cyfr znaczacych — odejmowanie dotyczy doktadnie
znanych wielkosci.

Jesli to odejmowanie wykonywane jest przy uzyciu cyfry chronigcej, to bfad
nie powinien bycC wiekszy niz 2¢.

Wzory, ktére wykazuja katastrofalne znoszenie sie cyfr moga czesto byc
zapisane w innej postaci, ktora bedzie wolna od tego problemu.

Przyktad: Wyznaczanie pierwiastkow trojmianu kwadratowego.
Przykfad: Wyznaczanie 2° — y? dla z =~ .
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Liczby zmiennopozycyjne: dziatania arytmetyczne

Wyniki dziatan arytmetycznych nie musza by¢ Izp (liczbami maszynowymi),
wiec s3 obarczone btedami zaokraglen. Jesli

r+"y = I
r—"y = fl(
rx*y = filx xy
z /"y = fi(
to
r+y = (
="y = (
rx*y = (
v /[Ty = (
gdzie g; < €.
Wynik dziatan zmiennopozycyjnych mozna traktowal jako wynik
doktadnych dziatan wykonanych na zaburzonych danych wejsciowych.
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Liczby zmiennopozycyjne: dziatania arytmetyczne
Jesli =10, p=T71
r = 0.12345670 x 10°

y = 0.4x10"7
z = 04x10""
T+ y+ 2z = 0.12345678 x 10°
to
fi(x +y) = 0.1234567 x 10°
A((z +y) + 2) = 0.1234567 x 10°
fi(y +2) = 0.8 x 10~
fi(y + z) = 0.0000001 x 10°
fi(x + (y + z)) = 0.1234568 x 10°

Dlatego np. fl (=), n™2) A fl (=}_yn~?).
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Liczby zmiennopozycyjne: dziatania arytmetyczne
Dodawanie Izp nie jest dziataniem tacznym!
Tw. (wzdér summacyjny Kahana)
Jedli =¥ | z; jest obliczona wg nastepujacego algorytmu
s=x(1)
c=0
do 1=2,N
y=x(i)-c
T=s+y
c=(t-s)-y
s=t
enddo

to wyznaczona suma réwna sie

N
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Standard IEEE 754

o IEEE 754 — 3 = 2, p = 24 (pojedyncza precyzja), p = 53 (podwdjna
precyzja), doktadnie okreslone utozenie bitéw w obu formatach liczb

zalety: mate btedy wzgledne i mate kotysanie, ukryta jedynka mantysy
daje dodatkowy bit precyzji (zero musi by¢ kodowane jako 1.0 x 2€min_1)

e |IEEE 854 — 3 = 2 lub 10, wymagania, co do dozwolonych wartosci p

format P €rmin emax | € width | format width
single 24| -126 127 8 32
single-extended | 32| <-1022 | 1023 <11 43
double 53| -1022 1023 11 64
double-extended | 64 | <-16382 | >16383| 15 79
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Standard IEEE 754

e Wyktadnik liczby (unbiased exponent) jest zapisywany jako liczba
catkowita bez znaku, tzn. wynosi e — 127 (SP) lub ¢ — 1023 (DP). e
to wyktadnik z przesunieciem (biased exponent).

e Operacje dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia,
pierwiastkowania, dzielenia z resztg, zamiany liczb catkowitych na z.p.
(i odwrotnie) s3 doktadnie zaokraglane, tzn. wyniki tych dziatan
sg liczone doktadnie, a potem zaokraglane do parzystej

e Doktadne zaokraglanie nie dotyczy operacji zamiany liczb dwdjkowych
na dziesietne i odwrotnie (brak efektywnych algorytméw), wyznaczania
wartosci funkcji przestepnych.

e Definiuje liczby zdenormalizowane, zero ze znakiem, NaN, Inf.

Specyfikacja wynikéw operacji arytmetycznych zapewnia przenaszalnos¢
programow oraz umozliwia dowodzenie poprawnosci algorytmow.
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Standard IEEE 754: specjalne wartosci

exponent fraction| value name
e=¢€mn—1 | =0 +0 signed zero
e=¢€mn—1 | f#0 |0.f x2in| denormalized
Emin < € < €max | any 1.f x 2° normalized
e=¢éemax+1 | f=0 00 infinity
€E=e€max+1 | f#O0 NaN Not A Number
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Standard IEEE 754

e NaN - tradycyjnie wyrazenia 0/0 lub \/—1 powodujg przerwanie
wykonania programu; czesto warto przetwarzanie kontynuowac.

— Standard nie precyzuje doktadnej postaci liczby NaN, tzn.
w zaleznosci od implementacji tych liczb (niezerowa) mantysa moze
zawiera¢ informacje zalezne od systemu.

— Jesli w jakim$ wyrazeniu wystapi liczba NaN wraz z Izp, to wynik

bedzie NaN.
— NaN — dziatania dajace w wyniku NaN

dziatanie | wyrazenie

+ 00 + (—00)
X 0 x o0
/ 0/0 oo/00

REM |z REM 0, o REM y
vl Va, <0
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Standard IEEE 754

e Inf (00) — obliczenia s3 kontynuowane, kiedy pojawia sie nadmiar
— jest to bezpieczniejsze, niz zastepowanie wyniku najwiekszg mozliwa
liczba
—0/0 zwraca NaN, ale £1/0 = +0
— zeby okresli¢ wynik wyrazenia, w ktorym wystepuje oo wystarczy
zastgpi¢ ja wielkoscig skonczong i przejs¢ do granicy:

3/0=400, 4—00=—00, V0=

Jesli granica nie istnieje, to dostajemy NaN.
— jesli w wyrazeniu wystepuje 0o, to wynikiem moze by¢ zwykta liczba,
gdyz x/oc0 =0
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Standard IEEE 754
o +0

Standard IEEE definiuje, ze +0 = —0, a nie —0 < +0.

Lalety

— operacje typu 3-(+0) = +0, +0/ — 3 = —0 daja poprawne wyniki

— wyrazenia 1/(1/x) = x s spetnione dla x = +00

— mozliwos¢ obstugi funkcji posiadajagcych nieciggtos¢ w zerze,
np. log x

— utatwienia w realizacji arytmetyki liczb zespolonych, np. trzeba
zapewnié¢, ze \J1/2 =1/4/z
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Standard IEEE 754

e Liczby zdenormalizowane — jesli e = enin, to nie wymaga sieg, aby liczba

byfa znormalizowana

Problem: dla # = 2 mamy ukryty bit, wiec mantysa jest zawsze wieksza

od 1.0.
Bity mantysy b1,00,...,0p1
Wykfadnik e > emin — 1 e =€min — 1
Liczba ]..blbg . bp—l X 2°¢ O.blbg c. bp—l X 2¢min

Niech 5 =10, p = 3iemin = —98, x = 6.78x107°7, y = 6.81x 107",

z,y <1.0x 1078, (z —y) #0, ale fl(z — y) =0

r—y=0.06 x 107" = 6.00 x 10~ nie jest Izp
Musi byc zastgpiona przez 0!
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Standard IEEE 754

e Liczby zdenormalizowane
Jak wazne jest zachowanie wtasnosci x =y <— x —y =07

Jak powinien zachowywa¢ sie fragment kodu

if (x <> y) then z=1/(x-y)?

Utrzymanie wtasnosci © = y <= x — y = 0 dla wszystkich Izp
ufatwia pisanie i sprawdzanie poprawnosci programow.

Standard |IEEE zapewnia, ze tego typu wiasnosci sg spetnione przez
stosowanie zdenormalizowanych Izp.

Uwaga! Wystapienie niedomiaru powoduje 16-krotne spowolnienie
wykonywania operacji.
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Standard IEEE 754: tagodny niedomiar

Uzycie liczb zdenormalizowanych pozwala na realizacje tzw. stopniowego
niedomiaru (gradual underflow).

tagodna obstuga niedomiaru powoduje, ze gestosc matych Izp nie zmienia
sie gwattownie, jesli wyniki obliczen stajg sie mniejsze niz 3¢min,

Algorytmy, ktére wykazujg stosunkowo duze btedy wzgledne przy
wykonywaniu obliczen na liczbach bliskich niedomiarowi zachowuja sie
poprawnie w tym zakresie.
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Standard IEEE 754: Wyjatki, flagi, procedury obstugi wyjatkéw

e Klasy wyjatkéw: nadmiar (overflow), niedomiar (underflow), dzielenie
przez zero (division by zero), niepoprawna operacja (invalid operation)
i niedoktadna operacja (inexact operation).

Dla kazdej klasy jest przydzielona oddzielna flaga statusu.

e gfortran okresla putapki:

overflow, underflow, zero, invalid, inexact/precision7

e Jesli pojawia sie wyjatek w postaci dzielenia przez zero, nadmiaru,
niedomiaru, itp. to ustala sie wynik operacji i kontynuuje obliczenia.

e Jesli pojawia sie wyjatek to podnoszona jest flaga statusu; uzytkownicy
powinni mie¢ mozliwoéé czytania i ustawiania tej flagi.®

e Standard zaleca, aby byty dostepne procedury obstugi wyjatkéw.

"Niektore architektury procesora oferujg takze putapke denormal.
8 Flagi sa typu sticky, tzn. jesli zostaly ustawione to musza by¢ explicite opuszczone. Tylko badajac flage mozna
odréznié¢ 1/0, ktéry daje oo od nadmiaru.
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Uktady réwnan liniowych

Réwnania
n

'Zl ;i Ti = bi, Qjj, bz < R, 1= ]., )
]:

definiujg uktad n réwnan liniowych o n niewiadomych.

W postaci macierzowej

Ax =0
a1 Q1n| |L1 b1
Qo1 ... Q| |T2|  |Do
anl Apn| |Tn bn

A = [a;;] (macierz gtéwna uktadu), Ay = [a;;|b;] (macierz uzupetniona)
€r — [$1...$n]T, b= [blbn]T
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Uktady réwnan liniowych
Wyréznia sie uktady o macierzy A

e petnej (mato elementéw réwnych zeru) i nieduzej (n < 10° — 10%)
metody rozwigzywania: doktadne/bezposrednie; przy braku btedéw
zaokraglen rozwigzanie otrzymuje sie po skonczonej liczbie krokéw

e rzadkiej (mato elementéw réznych od zera) i duze;

metody  rozwigzywania:  iteracyjne,  specjalizowane  metody
bezposrednie
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Macierze osobliwe 1 nieosobliwe

Macierz A jest osobliwa, jesli
e nie posiada macierzy odwrotnej, tj. nie istnieje M taka, ze
AM = MA =1
o det(A) = 0’
e r(A) < n, tj. maksymalna liczba liczba liniowo niezaleznych wierszy
lub kolumn jest mniejsza niz n

r(A) =n <= det(A) #0

e Az = o dla jakiegé z # 0, 0 =[0...0]"
Jedli macierz A jest nieosobliwa, to istnieje A7l i & = A~!b dla
dowolnego wektora b; r(A) = r(A|b) = n.
Jedli det(A) = 0, to uktad réwnan moze nie mie¢ rozwigzan (uktad

sprzeczny) lub mie¢ wiele rozwigzan (jesli @ jest rozwigzaniem, to  + vz
tez jest rozwigzaniem dla dowolnego skalara ).

9Dla n = 1, det(A) = ay;. Dlan > 1, det(A) = 37, (—1)""a;, det(A;,), gdzie A;, powstaje z A po wykresleniu
i-tego wiersza i n-tej kolumny.
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Przyktad 1: det(A) # 0

211 + 315 = by
51+ 4xy = by
16, 3] 1
r1 — —? b2 4 = —7(4[)1 — 3b2)
112 b 1
Ty — —? 5 bz = —7(—5b1 +2b2)

det(A) = —7: rozwigzanie istnieje dla kazdego wektora b.

Proste
20y + 18 >y 4 2
2T 373 SRR R

przecinajg sie w jednym punkcie.
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Przyktad 2: det(A) =0

2201 + 312 = by 2201 + 312 = by
<
433‘1 + 633‘2 = bz 033‘1 + 0332 = bg — 2b1

Jedli b= [4 7]!, to sprzeczno$é, bo 0 # —1. Brak rozwiazan!

Jedlib=[48], tox =[y (4—2v)/3]'. Nieskonczenie wiele rozwiazan.
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Uktad réwnan

211 + 315 = by
5x1 4 4xy = by

mozna traktowac¢ jako dwa réownania prostych w ukfadzie x4, x».

Proste moga sie przecina¢ doktadnie w jednym punkcie (det(A) # 0),
mog3 sie pokrywaé lub moga by¢ réwnolegte (det(A) = 0).

Jedlia; = [25]%, ap = [3 4], to

ria1 + Toar, = b
Jedli istnieje jednoznaczne rozwigzanie tego ukfadu, to znaczy, ze wektor
b mozna roztozy¢ na sume dwodch innych wektordw x1ai1 i xras. Jest

to mozliwe, jesli wektory a1 i az s3a liniowo niezalezne, czyli wtedy i tylko

wtedy, gdy det(A) # 0.
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Formalnie uktad réwnan

n
'Zlaisz-:bi, 2:1,...,n
]:

ma rozwigzania dane przez wzory Cramera

air a2 ... aip—1 b1 Ay - .. ay
= L Jap ax ... agr—1 by agpy1 ... aoy
an1 Ap2 ... Apk—1 bn Ank+1 -+ Qnn

Metoda wymaga wyznaczenia n + 1 wyznacznikow, czyli wykonania
2pn(n + 1)! mnozen i dodawan, gdzie

: . n 1

Dla n = 15 oznacza to wykonanie okoto 7.24 x 10*3 operacji, czyli okoto
10 godz. CPU o wydajnosci 2GFLOPS!
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Uktady roéwnan liniowych o macierzach trdjkatnych

Ukfady postaci

Ux=>
Up U12 ... Ulp—1 Uip | | X1 b1
0 wup ... ugp—1 Uy || 22 by
0 0 ... Unn—1 Upp | |[Tn—1 bn—l
0 0 ... 0 wup||lxp]| | D]

rozwigzuje sie metodg podstawiania wstecz.

Jesli ’LL“#O, 1=1,2,...,n, to

n .
xnn:bn/unna xi:<bz’_ 2 Uikxk)a Z:n_]-a---
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Uktady roéwnan liniowych o macierzach trdjkatnych

Uktad z macierza trojkatna dolng rozwiazuje sie analogicznie
Lx=0b

1

11 =bi/ln, @ »

—1

(bi—zz likl’]{), i:2,...,n
k=1

Rozwigzanie uktadu tréjkatnego wymaga

n n—1
n+2'22(i—1):n+2_Zli:n+(n—1)n:n2

1=
operacji zmiennopozycyjnych: n dzielen oraz n(n — 1)/2 mnozen
| odejmowan.
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Eliminacja Gaussa

e Uktad rownan liniowych mozna przeksztatci¢é w uktad réownowazny
dodajac do dowolnego rownania kombinacje liniowg innych rownan.

e Jedli det(A) # 0, to mozna przeksztatci¢ macierz uktadu w macierz
tréjkatna gorna.

e Rozwigzanie uzyskuje sie przez podstawianie wstecz.
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Eliminacja Gaussa

Jesli macierz M}, = [m;;] ma elementy

1 1=
Mmij =\ Mg = Qirfapr, 1=k+1,....n
0 pozostate przypadki

| ay, jest k-t3 kolumng macierzy A, to Ma; daje wektor z wyzerowanymi
elementami a;;,, 1 =k+1,...,n.

]. 0 OOalk -Cle_
. 0... 1 0...0 Ark | |Qkk
Mkak_ 0... — M1k 1...0 Aki1k B 0
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Eliminacja Gaussa

Wtasnosci M

o det(M) #0
® Mk =1 — mkekT
my — [O, ey M1k, - v ,mnk]T
er =1[0,...,1,...,0]" — k-ta kolumna macierzy jednostkowe;
oM,;1:I+mkekT:Lk
ok >j

Mij — (I — mkekT)(I — mjejT)

T T

T 'm.-e.
— mj;e; + Mgei Mm; e,
T

= I —mypeg

= I —myes’ — mjejT + myoe;
= I — mpep’ — mjejT
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Eliminacja Gaussa O(n?)
NiechA1 = A, bl = b.
Eliminacje Gaussa wykonuje sie w n — 1 krokach:

1: MlAlw = Mlbl, AQiB = b2
ki MpAix = Mpb,, A1 = b

n-1: Mn_lAn_liB — Mn—lbn—lv Anw — bn

Wynikowy ukfad réwnan o macierzy tréjkatnej gdrnej rozwigzuje sie
poprzez podstawianie wstecz

A,x=Ux =0,
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Eliminacja Gaussa
Uktady Ax = b i Ap 1@ = b1 s formalnie rownowazne.
Poniewaz det(M ) # 0, wiec jesli det(Ay) # 0, to
det(Aj. 1) = det(M . Ay) = det(M ) det(Ay) # 0
Zatem, jesli uktad Apx = b;p ma jednoznaczne rozwigzanie, to uktad
Aj1x = by takze je posiada.

Poniewaz
M, .. M{A=U
wiec jesli w trakcie eliminacji wyznaczac takze Ly, to otrzymujemy rozktad

macierzy A na czynniki tréjkatne

A=M;'.. M'U=L,...L, ,U=LU
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Eliminacja Gaussa O(2n3/3)
Wektor b podlega przeksztatcaniu tak samo jak kolumny macierzy A.
Niech A, = [a] i alb) =0, (1< k<i<n).

Eliminacje wykonuje sie w n — 1 krokach £ =1,2,...,n — 1.

W k-tym kroku element az(-f), dla 5 > k przeksztatca sie wg wzoréw

k41 k k k), (k
a§j+ ) — az('j) — mikal(cj)v M = az(k)/a(kk)
da:=k+1,....n,7=k+1,....,n+ 1.
Eliminacja Gaussa wymaga wykonania
n—1 2
gl 2(n — k)(n — k +p) + (n — k)] + pn® ~ 3n3
operacji arytmetycznych, gdzie p jest liczbg wektorow b.

Jak duze moze by¢é n, zeby metoda eliminacji Gaussa mogta by¢
zastosowana’?
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Eliminacja Gaussa: wybor elementéw gtéwnych
(k)

W kazdym kroku element gtdéwny a;.,’ musi by¢ rézny od zera.

Przyktad: Ponizszy uktad rownan jest nieosobliwy:

r1+ o+ x3=1
1+ X+ 2x3=2
x1+ 20+ 203 =1

Pierwszy krok eliminacji Gaussa daje:

r1+ a1y +r3=1
563:1

o+ x3 =0
Kolejny krok mozna wykonac¢ pod warunkiem zamiany wierszy 2 i 3.

Whiosek: Dowolny uktad nieosobliwy mozna zredukowaé do postaci
tréjkatnej stosujac eliminacje Gaussa wraz z przestawianiem wierszy.
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Eliminacja Gaussa: wybor elementéw gtéwnych

Przykfad: a,(fk) ~

T1 + To+ x3=1
r1+ 1.0001zy 4+ 223 = 2
r1 + 20>+ 2x3 =1

Pierwszy krok eliminacji Gaussa powoduje, ze aglz) = 0.0001.

Podstawianie wstecz:

P |11 ) I3
4 |0 0.0 1.000
5 10.9999 -1.0000 1.0001

—t
(@)}

1.0 -1.00010001 1.00010001
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Eliminacja Gaussa: wybor elementéw gtéwnych

Eliminacja Gaussa powinna by¢ t3czona z czesSciowym lub petnym wyborem
elementéw gtownych.

Wybor elementéw gtownych nie jest potrzebny, jesli
e macierz A ma dominujaca gtéwna przekatna, tj.
lai| > X ayl, i=1,2,...
j=Li#j

e Al = AixTAx >0

Jesli wspotczynniki uktadu réwnan réznig sie od siebie o wiele rzedéw
wielkosci, to uktad taki trzeba przed eliminacja3 poddaé normalizacji,
tj. kazde réwnanie musi zostaé przeskalowane czynnikiem 1/ max; |a;;|,
1=1,...,n.
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Eliminacja Gaussa: rozktad LU

Tw. Niech A bedzie macierzag n x n. Niech A oznacza macierz utworzong
z elementéw poczatkowych pierwszy k wierszy i kolumn macierzy A. Jesli
det(A;) # 0, dla k = 1,...n, to istnieje jedyny rozktad A = LU
na czynniki trojkatne takie, ze macierz L = [m;;] jest macierza trdjkatna
dolngzm; =1,7=1,...n, a macierz U jest macierza trojkatng goérna.

Réwnos¢ A = LU oznacza

.
ajj = Zl Miplp;, T =min(z,7), 47=1...,n
p:

2

Jedli m;; = 1, to jest to uktad n° réwnah na n? niewiadomych bedacych

elementami macierzy L i U.
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Schematy zwarte: metoda Doolittle’a i Crouta

W n krokach wyznacza sie elementy kolejnych wierszy U i kolum L
wg réwnan

czyli
k—1 .
Upj = Qfj — Zlmkpupj, ij=kk+1,...,n
p:
1 k—1 .
My = — Qg — X MippUpi|, t=k+1,....n
ULk p=1

Powyzsze wzory okreslajg zwarty wariant metody Gaussa, tzw. metode
Doolittle’a. Przy zatozeniu u; = 1 otrzymuje sie metode Crouta. Mozna
je tatwo taczy¢ z czeSciowym wyborem elementéw gtownych.
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Metoda Choleskiego

Jedli macierz uktadu jest symetryczna i dodatnio okreélona, to U = L*,
WieC Ugp = My | Uy, = My | Wzory metody Doolittle’a przyjmuja postac

1\
Mgk Ak — 2. My,

p=1

1 k—1 .
mik:(aik—Zmipmkp), 1=k+1,...,n
Mgk p=1

Jest to tzw. metode Choleskiego (pierwiastkow kwadratowych), ktéra
wigze sie Scisle z symetrycznym wariantem eliminacji Gaussa.
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Macierz odwrotna
Poniewaz AA™! = I, wiec poszczegélne kolumny macierzy A~ mozna

wyznaczy¢ rozwigzujac n uktadéw réownan liniowych

A$k=€k7 kzl,...,n

gdzie e;. jest k-tg kolumng macierzy jednostkowe].
Koszt: 8n3/3.1

t atwiej to zrobi¢ obliczajagc A™! jako U 'L}, gdyz macierze odwrotne
wyznacza sie tatwo przez podstawianie wstecz

Lyk:ek, Uzk:ek, kzl,...,n
Koszt: 2n3/3 + 2n3/6 + n’/3 = 4n3/3.
Przykfad: Jak wyznaczyé A" *B?

0Dla p wektoréw b koszt eliminacji Gaussa wynosi 2n3/3 + 2pn?.
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Wyznacznik macierzy

Z réownowaznosci eliminacji Gaussa i rozktadu na czynniki tréjkatne oraz
definicji wyznacznika wynika, ze

det(A) = det(LU) = det(L) det(U) = (~1)%aYaly - - - ol

gdzie, g okresla liczbe przestawien wierszy lub kolumn macierzy w trakcie
wykonywania eliminacji.
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Specjalne uktady réwnan liniowych

Jesli macierz ukfadu réwnan liniowych ma specyficzne wtasnosci, to mozna
je zwykle wykorzystal przy opracowaniu specjalnych wersji algorytméw
rozwigzywania takich uktadow.

Wyréznia sie macierze
e symetryczne, tj. A = A’
e dodatnio okredlone, tj. x’ Ax > odlax #0
e wstegowe

e rzadkie
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Analiza btedow

Dokfadno$¢ rozwigzania uktadu réwnan liniowych jest zalezna
od doktadnosci elementéw macierzy A oraz wektora b, a takze od wielkosci
btedow zaokraglen.

Jesli & jest obliczonym rozwigzaniem uktadu Ax = b, to residuum
definiujemy jako

r=b— Ax
Jedlir =0, to & = A 'b. Jedli » mate, to wektor & powinien byé dobrym
rozwigzaniem.

Przyktad (wg Kahana): Jesli

1.2969x; + 0.8648z, = 0.8642
0.2161z; 4 0.1441x, = 0.1440

to wektor & = [0.9911, —04870]" daje residuum r = [~1078,107%]!, ale

prawdziwe rozwigzanie wynosi = = [2, —2]"'
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Analiza btedéw: normy wektordw i macierzy

Dla wektoréw definiuje sie normy
o |1 =¥y |zl

1/2 (

e |lz|2 = (= |2:*) " (euklidesowa)

o ||x|l.c = maxici<y |x;| (maksymalna)

WHtasnosci normy:

o ||x| >0dlax #0; |

x| =0 < =0

o |yl = [vll[z]l, v dowolne

o |z + vyl < || + ||y|| (nieréwnos¢ trdjkata)

Normy macierzowe definiuje sie w oparciu o normy wektorowe. Jesli
[Az| < [[A]l [l

to normy wektora i macierzowa sg zgodne.
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Analiza btedéw: normy wektordw i macierzy

Normy wektorowe indukuja zgodne z nimi normy macierzowe:

A
4] = ma A%
w0 |||
[ Al = max > ol [l Al = ax > Jaij
WHtasnosci

o |A|| >0dla A#O
o |[vAl = [7I|All. v dowolne
e |[A+ B| <Al + B

o |AB| < ||A]l ||B] (nieréwnos¢ Schwarza)
o [[Az|| < || Al [z

, @ dowolny
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Analiza btedéw: wskaznik uwarunkowania dla macierzy

Jedli A(x + 6x) = b+ 0b,to ||b]| < || Al ||z i ||6z|| < [|[A7Y| |98,
wiec
loz]| _

o < JAATH
||

Jedli (A +6A)(x + dx) = b, to ||6x|| < || A ||6A] ||z + oz, wiec

lOA]
1A

196

196
= cond(A)]|
el

b|

oz ||
|z + dx||

SA|
A

|
< A JATHF 5 = cond(A)

cond(A) to wskaznik uwarunkowania macierzy A, ktéry okresla jak blisko
macierzy do macierzy osobliwej.!!

Dla macierzy osobliwej cond(A) = co.
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Analiza btedéw: wskaznik uwarunkowania dla macierzy

Jesli wskaznik uwarunkowania macierzy jest duzy, to mate wzgledne
zaburzenia macierzy A i wektora b powoduja duze wzgledne zaburzenia
wektora @, wiec zadanie rozwigzania ukfadu Ax = b jest Zle
uwarunkowane.

Przyktad: Dla macierzy

A {1.2969 0.8648]

0.2161 0.1441
0.1441 — 0.8648
—0.2161  1.2969

wskaznik uwarunkowania || Al ||A™!|| wynosi okoto 2.1617 x 1.5130 x
10° ~ 3.3 x 10°.

A1 =108 {

Mozna pokazaé, ze btedy zaokraglen prowadza do takiego zaburzenia
rozwigzania, ze

0] < 2econd(A)||z||
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Aproksymacja — sformuftowanie zagadnienia

Problem: W jaki sposéb najlepiej przyblizy¢ (aproksymowac) funkcje f(x)
za pomoca elementu f*(x) nalezacego do pewnej klasy funkgji?

O funkcjach tej klasy zakfada sie, ze

e mozna na nich tatwo wykonywa¢ operacje matematyczne (wielomiany,
funkcje wymierne lub trygonometryczne)

e kazda z nich zalezy od wartosci liczbowych pewnych parametrow
Aproksymacja jest specjalnym przypadkiem ogolniejszego problemu

dostosowania modelu matematycznego do okreslonych danych i innych
znanych faktow.

Problemy aproksymacji wigza sie takze ze statystyka matematyczna.
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Aproksymacja — sformuftowanie zagadnienia
Niedoktadnosci aproksymacji:
e dane wejsciowe s3 (najczesciej) obarczone btedami (btedy pomiarowe)

e wybor klasy funkcji uwarunkowany zastosowanym modelem (btedy
obciecia)
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Aproksymacja liniowa — sformutowanie zagadnienia

Klasa funkcji aproksymujacych jest postaci
fr@)= ¥ an)

¢r(x) sa ustalonymi funkcjami, a ¢, kK = 1,...,m s3a wspdtczynnikami,
ktore trzeba wyznaczyc.

Przykfad: Jeéli ¢(z) = 2%, to klasa dopuszczalnych funkcji s3 wielomiany
stopnia co najwyzej m. Uktad {1,x,...,2™} nazywa sie baza zbioru
wszystkich wielomianéw stopnia m.

Zaktadamy, ze funkcja aproksymowana jest dana w postaci tablicy swoich
wartosci f(x;), 2 =1,...,n nasiatce G = {x;};.
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Aproksymacja liniowa — sformutowanie zagadnienia

Chcemy dobraé wartosci m parametréw ¢;, 7 = 1, ..., m tak, aby spetnione
byty réwnosci
() = f(z), i=1,...,n

czyli musi by¢ spetniony nastepujacy uktad n réwnan z m niewiadomymi
m .
£ aone) = ), i=1.n

Jesli m = n, to (zwykle) taki uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie
i f* jest okreslone przez interpolacje (kolokacje).

Przyktad: Interpolacja liniowa: m = 2, ¢1(x) = 1, ¢o(x) = =.

Warunkiem jednoznacznosci rozwigzania jest niezalezno$¢ liniowa
wektorow

e A Y Gy B e
tzn. funkcje ¢p(x) musza by¢ liniowo niezalezne na siatce, czyli macierz
zbudowana z wektoréw @, musi by¢ nieosobliwa.
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Aproksymacja liniowa — sformutowanie zagadnienia

Jesli n > m to zwykle

W przypadku ukfadu nadokreslonego musimy sie (zwykle) zadowolié
przyblizonym spetnieniem rownan.

Aproksymacja polega na takim wyborze parametréw c;., zeby funkcja bfedu
y = f* — f byta jak najmniejsza (w sensie jakiej$ normy).
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Normy/seminormy funkcji

e norma maksymalna:

[ flloc = max | f(z)]

z€la,b]

e norma L; (Euklidesowa):
D 1/2
|12 = (1 1£ () Pda)
e norma wazona L, (Euklidesowa Waiona):

| Fllow = () w(@)f(x)[*dx)

Funkcja wagowa w(x) musi by¢ qu’fa i dodatnia w przedziale (a, b)
(na koncach przedziatu dopuszcza sie osobliwosci).

1/2

e seminorma wazona (dla danej siatki G)'”

- 1/2
Jtab(/)ll2 = £ w(a)l ()]

127 tego, ze ||tab(f)||2 = 0 nie wynika, ze f(x) = 0 tozsamoéciowo (funkcja znika zazwyczaj tylko w weztach).
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Aproksymacja — sformuftowanie zagadnienia

Metody aproksymacji opieraja sie na zasadzie minimalizacji pewnej
(semi)normy funkgji btedu y = f* — f.

Wartosci funkcji na pewnej siatce punktéw mozna traktowaé jako wektor
w pewnej przestrzeni liniowej. Im ten wektor ma wiecej sktadowych, tym
lepiej przybliza funkcje f.

Problem aproksymacji sprowadza sie do znalezienia funkcji (wektora)
f* lezacego najblizej funkcji (wektora) f.

Aproksymacja liniowa: m liniowo niezaleznychi funkcji, ktore tworzg baze
m-wymiarowej przestrzeni liniowej. Poszukjemy takiej kombinacji liniowej
tych funkcji, aby odlegtos¢ pomiedzy funkcjami f i f* byta jak najmniejsza.

Ta odlegtos¢ jest rowna dtugosci wektora f* — f, ktéry jest prostopadty
do podprzestrzeni liniowej napietej przez funkcje bazowe.
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Prostopadtos¢ wektorow — iloczyn skalarny

Okreslenie prostopadtosci wektorow w przestrzeni liniowej wymaga
wprowadzenia pojecia iloczynu skalarnego

/ w(x (x)dx przypadek ciggly
(f,9) =
’;w(xi) f (xz) g(x;) przypadek dyskretny
WHtasnosci:
e (f.9)=1(9./)

o (c1f1+ c2f2,9) = ci(f1,9) + 2 f2, 9)
o (f,/)=1IfI?>0

gdzie || - || oznacza norme euklidesowa w przypadku ciggtym i seminorme
wazong w przypadku dyskretnym.

Funkcje f i g sa ortogonalne, jesli (f, g) = 0.
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Aproksymacja sredniokwadratowa — sformutowanie zadania

Niech f bedzie funkcja ciagta, ktéra nalezy przyblizy¢é w przedziale (a, b)
za pomoc3 kombinacji liniowe;

(@)= 5 o)

Zadanie aproksymacji Sredniokwadratowe] polega na wyznaczeniu
wspotczynnikéw ¢; w taki sposdb, aby Euklidesowa (semi)norma wazona
byta jak najmniejsza. ¢ minimalizujg
ES b ES
155 = FI? = [u@)|f (@) - f)Pd
lub .
1= fII* = 2wz | f (@) — f ()]

Rozwiazanie tego zagadnienia daje metoda najmniejszych kwadratow.
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Aproksymacja sredniokwadratowa — rozwigzanie

Tw. Jesli funkcje ¢, £k = 1,...,m s3 liniowo niezalezne, to zagadnienie
aproksymacji sredniokwadratowej ma jedyne rozwigzanie

ES m ES
f = 2 Ck¢k7
k=1
gdzie wspdfczynniki c; spetniaja tzw. rownanie normalne

kgzlcj(¢i7¢k):(fa¢k)7 k':].,...,m.

Dla wszystkich funkcji bazowych (f* — f,¢1) =0, k=1,...,m
Jesli (¢, dr) = Ok, to ¢ = (f, On)/ (¢, Pr).

;. — wspotczynniki ortogonalne (Fouriera)
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Rownania normalne

Rownania normalne wynikaja z minimalizowania wyrazenia
1= fIP = (Ecigi - f,xe6i = f)
= ZZjCz’Cj(sz', ¢j) + ([, f) — 2%301(@7 /)

| f* — f||* osiaga minimum, gdy &/ f* — f||*> = 0, tzn.
0 >
" — =0 k=1,...
- pr=0 k=1

%Cz(¢27¢k’):(f7¢k)a k:]-)"':m



Aproksymacja sredniokwadratowa 91

Rownania normalne

Przyktad: Nalezy uzy¢é metody najmniejszych kwadratow do aproksymacji
funkcja f* = c¢1 + cpx nastepujacych danych pomiarowych

x 1 3 4 6 7

y|-2.1 -09 -0.6 0.6 0.9

Przy zatozeniu, ze w(z;) = 1,7 = 1,...,5, otrzymujemy uktad réwnan
normalnych

5ci + 2lcp = —2.1
21c; + 111cp = 2.7

ktorego rozwigzaniem jest c; = —2.542 i ¢, = 0.5053.
tab(f* — f) = [0.063, —0.126, 0.079, —0.110, 0.095]"
(¢p1, f*— f) =0.001, (¢, f*— f) = 0.006.

Gdyby nie bfedy zaokraglen, to te iloczyny skalarne powinny by¢ réwne
zeru.
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Rownania normalne — wartosc¢ srednia

Przyktad: Niech m = 1i ¢1(x) = 1 i niech
(f,9) = X wif(zi)g(z:)

W takim przypadku uktad réwnan redukuje sie do jednego réwnania

Cl(¢17 ¢1) — (¢17 f)
(01, f)  Siqwidr(x:) f(w) g wif(x:)

" (61,¢1)  Sqwign(z)dn(zi)  Shgw

Wspédtczynnik c¢; nazywa sie Srednig wazong wartosci f. Gdy w; = w,
1=1,...,nto

€1 = iZ?:I (i)

Whiosek: Wyznaczanie Sredniej jest szczegdlnym  przypadkiem
aproksymacji sSredniokwadratowe].
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Regresja liniowa

Problem: Nalezy okreslic parametry a i b modelu

y' = f(x;a,b) =a+ bx

ktére bedzie opisywat N punktéw (z;, fi), kazdy obarczony btedem
pomiarowym o; (wartosci x; znamy doktadnie).

Parametry musza byc¢ tak dobrane, zeby zminimalizowac

[tab(y) — tab(y*(z; a, b))||?

=y (@i a b))\ w (i —a—bxy\
J y(ﬁb‘a)):%(y a fc)

oF) oF)
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Regresja liniowa

Warunki minimum

G, (yi—&2—b£€i)
02{9}(2:_2 n CCZ'(yZ'—CL—bZCZ‘)
ab 1=1 0'1'2
Jesli , . n
S = > 1/0?, S, = b vijo; S, = > yilog
to
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Regresja liniowa

Jesli A =SS, — (S,)? to
1

1
a= (S, = 5u8n) b= (SSn —S.5),)

Jeéli btedy poszczegdlnych pomiaréw sa niezalezne od siebie, to'’

n 8@ 2 n (9[) :
2 2 2 2
o-= Y o7 | —| =5,/ oy =Y o |l=—| =95/A

“ = (8%) / b S (8%) /
Kowariancja i korelacja parametrow:

Cov(a,b) = =S, /A, Tap = —Sea/ VS Sz

Dobro¢ dopasowania modelu dana jest przez niezupetna funkcje :

n—2 x°
o[ "3)

13Jesli nie znamy btedéw o; indywidualnych pomiaréw, to o; = 1. Wzory na o2 i Jg trzeba przemnozyé przez /x2/(n — 2).
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Modelowanie danych

Problem: Jak zwiezle opisa¢ dane doswidczalne/obserwacyjne?

Jesli rozumiemy przebieg zjawiska, to mozemy stworzyé model, ktoéry
je opisuje i ktéry powinien odtwarzac¢ dane doswiadczalne.

Aproksymacja Sredniokwadratowa: modelem jest zbidr funkcji bazowych.

Dopasowanie dostarcza zbioru parametrow aq,...,a); modelu, ktore
dobiera sie tak, aby minimalizowaé funkcje btedu

Pw(@)(f*(x;ay, ..., an) — f(z))*dx
s ow(x)(f (s a1, ..., am) — f(x;))dx

Zagadnienie dopasowywania parametréw jest rownowazne minimalizacji
w wielu wymiarach.

| f*(x;aq, ..., Clm)—f(as)||2 _

Wyodrebnia sie przypadek modelowania, gdyz pozwala on zastosowac
lepsze, efektywniejsze metody dopasowywania (optymalizacji) parametréw.
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Modelowanie danych

Trudno$¢ modelowania: dane doswiadczalne s3 obarczone btedami,
sg zaszumione, wiec nigdy nie pasuja do modelu, nawet doktadnego.

Zadania modelowania:
e okreslenie dokftadnosci wyznaczonych parametréw

e ocena, czy model jest odpowiedni do posiadanych danych; wymaga
to porownania dobroci dopasowania wzgledem pewnego uzytecznego
standardu statystycznego

e ocena jakosci nie szczegdlnego dopasowanie, lecz uzyskanie pewnosci,
ze W innej czeSci przestrzeni parametréw nie istnieje lepsze
dopasowanie.
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Modelowanie danych
Proces optymalizacji jest uzyteczny jesli dostarcza
e optymalne parametry
e btedy tych parametrow
e statystyczna ocene (miare) jakosci (dobroci) dopasowania

Jedli statystyczna miara dopasowania jest niezadawalajgca, to dane
odnosnie parametréw i ich btedéw sg bezwartosciowe.
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Modelowanie danych

e prawdziwe parametry zna Natura

e prawdziwe parametry prowadza do wynikdéw, ktére s3 realizowane
z przypadkowymi btedami; s3 to zmierzone dane D

e dane D prowadza do zestawu parametrow aq)
® Do) nie jest jedyna realizacja prawdziwych parametréw a(, (btedy
przypadkowe)

e istnieje nieskonczenie wiele innych realizacji tych parametréw w postaci
tzw. zbiorow danych hipotetycznych Dy, Do), ...
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Modelowanie danych

e kazdy zbidér danych hipotetycznych prowadzi do innego zbioru
parametréw a(1),4(2), - pojawiajg sie one zgodnie z pewnym
rozktadem prawdopodobienstwa w  m-wymiarowej przestrzeni
wszystkich mozliwych zbiorow tych parametréw

e zmierzony zbidr a(g) jest jednym z cztonkow rodziny zbioréw
parametréw.

e rozktad a(;y — a(,) zawiera (ilosciowg) informacje o niepewnosciach
tkwigcych w doswiadczeniu, ale jest nieznany

e zakfadamy, ze rozktady a(;) — a(,) oraz ay) — aq) niewiele sig
od siebie réznig, co pozwala wyznaczaé przedziaty ufnosci odnosnie
otrzymywanych wartosci
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Metoda najmniejszych kwadratdéw — uzasadnienie

W metodzie najmniejszych kwadratow dopasowujemy do n znanych
punktéw (z;, f;) model, ktéry posiada m parametréw

[ () = fA(x;a,...,a)

Parametry dobieramy tak, aby wyrazenie
m * 2
.;1 (fi —f (flfz'; Aty - -, Clm)) Wi

osiggato minimum wzgledem a;, j =1,...m.
Dlaczego tak mozna robic? Z jakiej zasady wynika to wyrazenie?

Metoda  najmniejszych  kwadratow —  estymator  najwiekszej
wiarygodnosci/szansy (maximum likelihood estimator).
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Metoda najmniejszych kwadratdéw — uzasadnienie

Dla danego zbioru punktéw (x;, f;) mozemy okresli¢ wiele réznych zbioréw
parametrow a;)’

Intuicja podpowiada, ze niektére sg lepsze, bardziej prawdopodobne niz
inne.

Lepsze parametry to te parametry, ktére dobrze odtwarzaja (przyblizaja)
dane.

W jaki sposob opisac iloSciowo to przeswiadczenie?

Czy istnieje odpowiedz na pytanie:

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dany zestaw parametréw
{a;}, 7 =1,...,m, jest poprawny?
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Metoda najmniejszych kwadratdéw — uzasadnienie

Pytanie poprawne:
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przy danym zbiorze parametréw
pojawi sie pewien zbior danych, czyli wartosci f" + Af*?

Mate prawdopodobienstwo — parametry dalekie od poprawnych

Duze prawdopodobienstwo — parametry poprawne

Whiosek: Utozsamiamy prawdopodobienstwo wystapienia pewnych danych
przy zatozonych parametrach z szansg pojawienia sie dobrych parametréw
dla danych punktow.
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Metoda najmniejszych kwadratéw — uzasadnienie'’

Prawdopodobienstwo zaobserwowania x-sukceséw w ciggu N doswiadczen
Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu 6 kazdego z nich, wynosi

polr) = (N

T
Przy ustalonym x

L(0;x) = (

pozwala okresli¢ wiarygodnos$¢ postulowanego parametru 6.

)9%(1 o)V, e X=1{1,2,...,N}

N
x

)9%(1 —0)N 0 el0,1]
Jesli
L(@Q; ZC) > L(@l; ZC)

to dla danej wartosci x zaobserwowanie wyniku jest bardziegj
prawdopodobne przy 6 = 6, niz 6 = 6;.

YR, Zielinski, Siedem wykladéw wprowadzajacych do statystyki matematycznej, Biblioteka Matematyczna, tom 72, PWN
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Metoda najmniejszych kwadratdéw — uzasadnienie

Zasada najwiekszej wiarygodnosci

Jesli wynikiem obserwacji jest x, to za estymator nieznanej wartosci
parametru 6 nalezy przyja¢ te wartos¢ 6, ktéra maksymalizuje
wiarygodnos¢ L(6; x).

Zasada najwiekszej wiarygodnosci wynika z intuicji.

Optymalne  parametry  pozyskujemy  maksymalizujagc  estymator
wiarygodnosci.
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Metoda najmniejszych kwadratdéw — uzasadnienie

Jesli wyniki pomiarow sg od siebie niezalezne, a kazdy pomiar jest
obarczony bfedem o rozktadzie normalnym ze $rednig f*(x;) i wariancja
02, to prawdopodobiefistwo wystapienia wartoéci f; wynosi

1 (fi — f*(xz'))z)
— A
V270, =P ( 202 /
gdzie |f; — f*(x))| < Af.
Prawdopodobienstwo otrzymania n punktéw f; wynosi
()2
U= I ) o
2072

Maksymalizowanie tego wyrazenia jest rownowazne maksymalizowaniu
jego logarytmu lub minimalizowaniu ujemnej wartosci tego logarytmu

* 2 K 2
(fi —\/%[J(aiz)) nlog Af — & (fz' —(f (a:z))

P = ﬁ{exp (—

n
2.
’L:]_ Z:].
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Metoda najmniejszych kwadratéw — aproksymacja x?

Niech zmienne losowe Y; maja rozktad normalny ze Srednig Y;
i wariancja o2. Zmienne losowe

Xi — Xi
L ="
0
sg zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym o Sredniej rownej zeru
| jednostkowej wariancji.

Jesli Z1, Z», ..., Z}. s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o standardowym
rozktadzie normalnym, to

2
X' =X Z;
1=1

jest zmienng losowa X? o rozkfadzie zwanym rozkfadem chi-kwadrat
o k-stopniach swobody.
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Metoda najmniejszych kwadratéw — aproksymacja x?

W przypadku aproksymacji sredniokwadratowej minimalizujemy wyrazenia

fz' _ f*(xz» at, ..., am))2

0

> n
=5

Rozkfad réznych wartoéci y? w okolicach minimum moze by¢ przyblizony
analitycznym rozkfadem chi-kwadrat dla n — m stopni swobody.

Wielkos¢

2
n—m x
Q :
2 2
okresla prawdopodobienstwo, ze rozktad chi-kwadrat przyjmie przez
przypadek wartoéé wieksza niz 2.
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Metoda najmniejszych kwadratéw — aproksymacja x?

Jesli dla jakiego$ zestawu danych wartos¢ () jest bardzo matym
prawdopodobienstwem, to

e model jest zty i moze bycC statystycznie odrzucony
e faktyczne btedy pomiarowe s3 wieksze niz zatozone
e btedy pomiarowe nie maja rozktadu normalnego

() stanowi pewng miare dobroci dopasowania (goodness-of-fit).

Reguta wynikajagca z praktyki powiada, ze dla wzglednie dobrego
dopasowania y? ~ n — m.

Wyznaczajac pochodna funkcji x? wzgledem kolejnych parametréw
i przyrébwnujac je do zera otrzymujemy uktad m réwnan (na m
niewiadomych a;), ktére musza byé spetnione w minimum funkcji y2.
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Ogdlna liniowa metoda najmniejszych kwadratéw

Do punktéw (x;, ;) nalezy dopasowaé model
m
ylz) = X arXi(z)

gdzie Xi(z),..., X;u(x) sa dowolnymi ustalonymi funkcjami bazowymi
(te funkcje nie musza by¢ liniowe!). Liniowa jest zalezno$¢ modelu od jego
parametréw.

Parametry a; dobieramy tak, aby zminimalizowac funkcje

n Z-—Zm_a,X X 2
=3 Yy i1 0 X (i)

1=1 g;

0; s btedami standardowymi poszczegdlnych pomiaréw (jesli nie s znane
to ktadziemy o; = 1).



Liniowa metoda najmniejszych kwadratéw 111

Niech Aij = X‘jg(fci), bz — %

1

[ Xq(71) Xo(z1) Xm(z1) |

o I
X1(z2) Xo(x9) Xm(72)
A = o) op T 02

Xi(tn) Xoln)  Xm(zn)

o o .« .. o

Macierz wzorcowa ma (zwykle) wiecej wierszy niz kolumn, gdyz musimy
dysponowaC wiekszg liczbg danych niz parametréw, ktére prébujemy
wyznaczy¢é. Minimalizacja funkcji x? prowadzi do réwnan normalnych
zagadnienia najmniejszych kwadratéw

(ATA)a = A™b
aa = (3

Taki uktad mozna rozwigza¢ np. przez rozktad na czynniki tréjkatne plus
podstawianie wstecz lub eliminacje Gaussa.
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Mozna pokazac, ze
o?(a;) = Cj; = (Y, Cov(ai,a;) = Cij = ()

Diagonalne elementy macierzy C' s3 wariancjami dopasowywanych
parametrow, a pozadiagonalne — kowariancjami miedzy poszczegolnymi
parami roznych parametow.

Jesli zalezy nam na znajomosci macierzy kowariancji, to lepiej postuzy¢ sie
do rozwiazania rébwnan metoda Gaussa-Jordana, gdyz daje ona mozliwosé
wyznaczenia odwrotnosci macierzy A7 A. W przeciwnym razie mozna
zastosowac rozktad na czynniki trojkatne.
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Doktadnos¢ parametrow dopasownia

Jakos$¢ parametréw dopasowania jest tak dtugo dobra, jak dtugo macierz
a = A’ A nie jest osobliwa lub prawie osobliwa.

Jesli
1 1
A=15 0
0 §
10 < 4/€, to
P 14621 ra 11
AA=l g p — A=,

Jesli wskaznik uwarunkowania cond(A) jest maty, to
cond(A" A) = cond(A)?

i macierz A’ A jest tym bardziej zle uwarunkowana.
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A jako macierz tréjkatna gorna

Niech A bedzie macierza nadokre$lona (n > m). Chcemy znalez¢
rozwigzanie takie, ze

Ax ~ b

Jesli A jest macierzg tréjkatna gorng, to
R - b1
O~ " |by

I7[l2 = lIb — Az|)3 = ||br — Raaf5 + [|be];

Szukamy takiego rozwiazania, ze
RiL‘l — bl

ktore jest dobre w sensie metody najmniejszych kwadratéw: minimum

réwna sie ||bo][3.
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Przeksztatcenia ortogonalne
Jedli Q jest macierzg ortogonalna, tj. Q' Q = I, to

|Qz; = Q2" Qz = 2" Q"Qz = 2’z = |z
Transformacje ortogonalne (obroty, odbicia) przeksztatcaja wektory bez
zmiany ich dtugosci.
Mozna ich uzyé do przeksztatcenia macierzy A w R przy pomocy
e transformacji Givensa (elementarne obroty)
e transformacji Hausholdera (elementarne odbicia)

e ortogonalizacji Grama-Schmidta
Szukamy macierzy Q (n x n) takiej, ze

a-qf?
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Przeksztatcenia ortogonalne — metoda obrotéw Givensa
Wektor & = [z125] jest nachylony pod katem tg§ = x,/x1 do osi OX.
Po obrocie ukfadu wspétrzednych o kat 0, = = [« 0]".

W ogolnosci

i | cos@ sinf| x| | ¢ s||x;
xh|  |—sinf cosf| x| |—s | |x2
' = Qx
() jest macierza ortogonalna
7, |COSO —sinf cost sinf| |1 0]
Q Q= sin 0 cosf||—sinf cosh| |0 1 =1
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Metoda obrotow Givensa

ail am
az1 a2
mozna sprowadzi¢ do postaci trojkatnej gornej traktujac pierwsza
kolumne jak wspdfrzedne wektora i dokonujac takiego obrotu uktadu
wspotrzednych, zeby element ay; ulegt anihilacji.

Trzeba znalez¢ taki kat 6, zeby

o
0

—aq1sinf + ay;cosf =0

o la11| > lap|: tgd = ap/a;n = t, ¢ = cosf = 1/v1+1t2
s=-sinf = ct

° |CL21‘ > |a11\: ctg9 = CL11/CL21 =7,8 = 1/\/1—|—t2, C = ST

0 < /4, a = ajy + a3

c S
—S C

ai11
a21
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Metoda obrotow Givensa

W ogdlnym przypadku, dokonujemy eliminacji elementu a;; postugujac sie
obrotem Givensa wzgledem elementu ag (s < t). Macierz tego obrotu
jest macierza obrotu dwuwymiarowego zanurzon3g odpowiednio w macierzy
jednostkowej n X n.

Np. anihilacja elementu as; wymaga uzycia nastepujacego przeksztatcenia

1 0 0 0 o0 0

0 1 0 0 0 0| |ay; ao;
0 0 ¢ 0 s 0flas| |ay
0 0 0 1 0 0 a4, B A4;
0 0 —s 0 C 0| |as; 0
0 0 0 0 0 1| |ag; agi
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Metoda obrotow Givensa

Anihilacja elementéw (n,1), (n —1,1), ..., (2,1), (n,2), ..., (3,2), ...,
(n,n — 1) prowadzi od macierzy A do macierzy tréjkatnej gérne;j.

Jesli Q = Q,, ... Q2Q1, to otrzymujemy rozktad macierzy A na macierz
ortogonalng i tréjkatna gorna:

QA=R A=Q'R

Jesli A jest macierzg uktadu Ax = b, to w wyniku zastosowania obrotéw
Givensa otrzymujemy rownowazny uktad QAx = Q0.

Jesli A jest nadokreslona (n > m), to przeksztatcenia ortogonalne
pozwalajg wyodrebni¢ z niej m liniowo niezalezych wierszy i kolumn w taki
sposob, zeby nie zmienic¢ rozwigzania zagadnienia.

Wynikowy ukfad réwnan o macierzy trojkatnej gornej mozna rozwigzac
przez podstawienie wstecz, co prowadzi do uzyskania rozwigzania zadania
modelowania danych (zagadnienia aproksymacji sredniokwadratowe;).
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Rozktad wg wartosci szczegélnych/osobliwych (SVD)

SVD  (Singular Value Decomposition) to metoda pozwalajaca
na wyodrebnienie z macierzy prostokatnej m X n liniowo niezaleznych
kolumn.

A=UzV"
e U i V s3 macierzami ortogonalnymi o wymiarach m X min xn

e 2 jest macierzg diagonalng m X n z nieujemnymi elementami

rzeczywistymi o;'° uporzadkowanymi malejaco, tzn.

012 0p...2 Omin(m,n) >0

o; to wartoéci szczegblne A, a min(m,n) kolumn macierzy U i V
s3 lewymi i prawymi wektorami szczegélnymi A. Mamy

— . . T . — . . T . — 2 . T . e 2 .

5Tutaj o; nie majg nic wspolnego z odchyleniem standardowym danych doswiadczalnych!
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Zastosowania SVD

e Norma euklidesowa

A
4]l = may A2
ol

max

e Rzad macierzy. W teorii rzad macierzy jest okreslony przez liczbe
niezerowych wartosci szczegdlnych. W praktyce przez liczbe wartosci
szczegblnych, ktére sa wieksze od zadanego progu (rzad numeryczny
macierzy).
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Zastosowania SVD

e Wskaznik uwarunkowania macierzy (prostoktnych i kwadratowych)

cond(A) = Tmax/Tmin

Dla macierzy kwadratowych ten wskaznik jest miarg osobliwosci, a dla
macierzy prostokatnych — liczby liniowo zaleznych kolumn.

e Rozwigzywanie rownan liniowych dla zagadnien najmniejszych
kwadratéw. Rozwigzanie minimalizujgce norme euklidesowa dla
rownania Ax ~ b wynosi

ul'b
r = > (F
0;70 O

SVD jest szczegélnie przydatna przy rozwigzywaniu zagadnien Zzle
uwarunkowanych lub o macierzach o obnizonym rzedzie, gdyz w sumie
mozna opusci¢ wyrazy ze zbyt matymi wartosciami szczegdlnymi
(rozwigzanie jest mniej czute na zaburzenie danych).
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Zastosowania SVD

e Pseudoodwrotnos¢ macierzy. Pseudoodwrotnoscig skalarnej wartosci
o jest 1/0, jesli o # 0 lub — w przeciwnym przypadku — zero.
To pozwala zdefiniowaé pseudoodwrotno$é macierzy diagonalnej X,
ktora na diagonalnej ma pseudoodwrotnosci wartosci szczegdlnych.
Wowczas

At =VvItUu’
A" istnieje zawsze niezaleznie od tego, czy macierz jest kwadratowa,
czy petnego rzedu. Jesli macierz jest kwadratowa i nieosobliwa, to jest
ona réwnowazna macierzy odwrotnej A ™.

Rozwigzanie w sensie minimalizowania normy euklidesowej zagadnienia
Ax ~ b jest rbwne A"b.
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Zastosowania SVD

e Bazy ortonormalne. Kolumny V' odpowiadajace zerowym wartosciom
o tworzg baze przestrzeni zerowej A (jadro przeksztatcenia). Pozostate
wektory V'  tworza baze ortogonalnego uzupetnienia przestrzeni
zerowej. Kolumny U odpowiadajace niezerowym wartosciom
szczegblnym tworza baze przestrzeni bedacej obrazem przeksztatcenia
okreSlonego przez macierz A. Pozostate kolumny stanowig baze
ortogonalnego uzupetnienia tej przestrzeni.
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Zastosowania SVD
e Przyblizanie macierzy przez macierz o mniejszym rzedzie:
A=UxXV! =0E|+0,E>+ ... +0,E,
Kazda macierz E; = gz-v;r jest rzedu 1.

Zwarte przyblizenie macierzy A — suma z pominieciem wyrazéw
odpowiadajgcych matym wartosciom o;.

Jesli A jest przyblizona przez sume zbudowang przy pomocy
k najwiekszych wartosci szczegdlnych, to otrzymujemy przyblizenie
A najlepsze w sensie normy Frobeniusa (norma euklidesowa macierzy
traktowanej jako wektor w przestrzeni R"").

Takie przyblizenie jest przydatne przy przetwarzaniu obrazéw, kompres;ji
danych, kryptografii, itp.
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Roznice skonczone
Jesli wartosci funkgji f(x) sa znane tylko w punktach siatki
x; = xo + th, 1 =0,1,...,n

to znajomos¢ roznych réznic wartosci funkcji w tych punktach moze by¢
wykorzystana do

e recznej i maszynowej interpolacji ($ledzenia doktadnosci tablicowanych
wartosci)

® numerycznego rozniczkowania i catkowania

® numerycznego rozwigzywania zagadnien brzegowych dla réwnan
rozniczkowych zwyczajnych

® numerycznego rozwigzywania rownan rozniczkowych czastkowych
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Progresywne roznice skonczone

Af(z) = f(=)
Af(z) = A[Af(2)] = A%f(z + h) = A°f(z) = f(z + h) — f(2)
N*f(z) = A[Af(2)] = AMf(z +h) = AMf(z) = f(a +2h) — 2f(z + h) + f(2)

N f(r) = AL (@) = A (4 ) - A ()

- Z_f;o(1)i(, flx+(k—19h), k=12,...
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Wsteczne roznice skonczone

Vif(z) = flz)
Vif(z) = Vf(x) = V°f(z —h) = f(z) — f(x —h)
Vif(z) = Vif(z) = Vif(z = h) = f(z) = 2f(x = h) + f(z — 2h)

V(@) = VIV @) = V() - VI (e - h)

_ ¥ (1)‘”'( ,)f(x —(k—ih), k=1,2,...
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Progresywne i wsteczne rdznice skonczone

Vi) = fl@)— f(e—h)=Af(x—h)
V2f(x) = f(x)—2f(x —h)+ f(x —2h) = D> f(x — 2h)

Vif(z) = AYf(x—kh)
Jedlizx =20, 2 =a0—ihi f ;= f(z_;), to V¥fo=AFf .
Ogdlnie
Vifs =N foy, A fo=V" four. k=1,2,...
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Roznice centralne

0°f(z) = f(x)
5#@):£ﬂ@+%ﬁ—f@—;@
PF(r) = floth)—2f(x) + flx— h)

5%@):<ﬁﬂm¢+yg—ﬁlf@—;@, k=12
0% f(z) = A*f(z — kh)

52k+1f(33—|—h) _ A2k+1f($—]€h)
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Roéznice skonczone funkcji wielomianowej
Jesli
f(x) = ag + a10 + apx® + ... + a,a”
w0 df 1d°f
B B _a Laj.o
Af(z) = fl(x+h)— f(x) = ot 2!da¢2h + ...

jest wielomianem stopnia n — 1.

Whiosek: Przy ustalonym h n-ta réznica skonczona f(x) jest funkcja stat,
a (n + 1)-a — funkcja stata réwna zeru.
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Tablice rdznic skonczonych

Tablica réznic skofczonych dla f(x) = 23 — 2°.

T f(x) A A° A® A*

-2 -12
10
-1 -2 -8
2 §)
0 0 -2 0
0 §)
1 0 4
4
2 4

Jesli aproksymujemy funkcje niewielomianowa (przestepna, wyktadnicza)
wielomianem, to tworzac tablice réznic skonczonych mozemy obserwowac
zachowanie sie kolejnych réznic i w ten sposob ocenic¢ jakiego stopnia
wielomianem (maksymalnie) mozemy sie w danym przypadku postuzyc.
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Interpolacja

Problem: Znamy wartosci funkcji f(x) wraz z niektérymi jej pochodnymi
na zbiorze pewnych punktéw x1,25,..., 2, (x1 < 22 < ... < x,), ale nie
znamy analitycznego wyrazenia na f(x), ktéra pozwolitaby na wyznaczenie
wartosci funkcji (ew. pochodnych) w dowolnym punkcie .

Rozwigzanie: Przyblizenie funkcji f(x) ciagta i gtadka funkcja
przechodzaca przez punkty x; (zgodno$¢ moze dotyczy¢ takze
pochodnych).

Zadanie interpolacji: wyznaczy¢ f(x) w punktach nie bedacych weztami
| oszacowacC btad wartosci przyblizonych.

e Interpolacja — punkt x lezy pomiedzy najmniejszym i najwiekszym
sposréd punktow z;

e Ekstrapolacja — = lezy poza przedziatem wyznaczonym przez z;

Interpolacja — centralne zagadnienie klasycznych metod numerycznych
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Wzdr interpolacyjny Lagrange’a

Funkcja f(x) jest okreslona na wezfach (nieréwnoodlegtych) a;.

Szukamy takich wielomiandéw [;(x), zeby funkcja

y(z) = 3 (=) f(a;)

j=1
byta zgodna z f(x) w weztach:
fla;) —y(a;)=0, j=1....n

Trzeba wyznaczy¢ E(x) = f(x)—y(x) w takiej postaci, ktéra pozwolitaby
na wyznaczenie lub oszacowanie bfedu przyblizenia.

Z warunku f(a;) = y(a;) mamy

fla) = £ L@ f (), Lla) = o

1.2,...,n
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Wzdr interpolacyjny Lagrange’a

l; jest wielomianem takim, ze f;j(ay) = 0, k # j, wiec musi zawieraé
czynnik

(z — a1)(z — az)(z — aj—1)(x — aj1) - (x — ap)

Z réwnosci lj(a;) = 1 wynika, ze
()= @) (z—aja)(@ —aj) - (2 —an)
() (aj —a1) - (a; — aj-1)(a; — aj41) - -~ (a; — an)

lj(x) jest jedynym wielomiane spetniajacym warunki l;(a;z) = d,;. Nie
spetnia ich zaden inny wielomian nizszego stopnia.

Mozna pokazac, ze

B@) = P poe), pe) = (o a)

n' /)

gdzie £ € (a1, a,). Dla x = a;, E(a;) = 0.
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Wzdr interpolacyjny Lagrange’a

Wzor

n

flz) = ¥ 1j(x)f(a;) + E(r) = y(z) + E(z)

j=1
definiuje wzér interpolacyjny Lagrange'a.
n = 2: wzor interpolacji liniowej
I — Ao

y(r) = flay) +

ap — az a2 — daq

r — ay

f(az)

Konstrukcja funkcji y(z) odpowiada znalezieniu funkcji, ktéra przechodzi
przez 2 punkty: (a1, f(a1)) i (a2, f(a2)).

Ogodlnie: konstrukcja y(x) odpowiada znalezieniu funkcji, ktéra przechodzi
przez n punktéw (a;, f(a;)), j =1,...,n.

Wszelkie wzory interpolacyjne przyjmujace ustalone wartosci we wszystkich
weztach s3 réwnowazne (identyczne) ze wzorem interpolacyjnym
Lagrange’a.
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llorazy ré6znicowe (divided differences)

lloraz réznicowy f(x) dla dwéch argumentéw zj. i xg:

flor) = fwo) _ —(f(w0) — flar))

L — X —(370 — fl&‘k)

[zr0] = = [zozy]

Dla trzech argumentéw x;, xg i 21:

[zrzo] — [zox1] _ [zr0] — [2170]

[xrror1] =
T — X1 T — X1

Dla dowolnej liczby argumentow:

[trzory. .. xp o] — [Tox1. .. TH 1]
Ll — Ip—1

[trzory. .. xHq] =
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Wzdr interpolacyjny Newtona

Ogodlny wzor interpolacyjny Newtona otrzymujemy ktadac ;. = =

[:Ijgjoxl . xn] — _[CUOCCl . ZEn] X [ZIZCE()CCl .. .CCn_l]
xr — Ty T —x,
L [xoxl ce xn—l] 4 [ZCZL'oZCl ce :Ij‘n_2]

L — Tn-1 L — Tp-1

[xxoxy ... xH 1] =

|wozr . @y N [xxoxy ... 2y 3]

[xxoxy ... xH 0| =

L — Tp-2 X — Tp-2
[xxox1] = — o7 + [20]
r — T r — T
[3333’0] _ f(CC()) 4 f([l?)

r — X r — X
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Wzdr interpolacyjny Newtona

Po kolejnych podstawieniach mamy:

[xoxl...xn]

[xxoxy ... 2] = —
T — T,

[xoxl...xn_l]
(x — x,)(x — xp_1)
[$0$1...xn_2]

(@ — 2)(z — 2) (2 — 2n1)(@ — 2p-2)

B [wo1]
(x —xp-1) ... (¢ — x1)
_ S (o)
(x —x,)(x — xp_1) ... (x — 21)(x — x0)
f(z)

(x —x,)(x — 1) ... (x — 21)(x — x0)
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Wzdr interpolacyjny Newtona

f(x) = flzo) + (x — @o)[woz1] + (@ — wo)(x — x1)[ToT172] + ... +
r—x0)(r —x1)...(r — zp_1)[wor122 . . . T,] + R(2)

—

R(z) = (v — zo)(x — x1) ... (x — xp)[zxom1Ts . . . 2]

Jesli f(z) jest wielomianem, to R(x) jest zerem dla wszystkich x.
Ogdlnie R(x) = 0 tylko w weztach.

Pominiecie reszty prowadzi do ogolnego wzoru interpolacyjnego Newtona

y(x) = f(zo) + :2::;(56 —xo)(r — 1) ... (v — zp)[wor172 . . . TR 1]
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Diagram rombowy/Frasera

f(2) A A? A’ A* A®
[ () A, (%) Ay ('s)
Af (%2") Nf ("3) N

fo1 (1) Nf ('3%) A'f (’5)
Afa ('3) Af ('+) Af

fo ©) N ('3) A*f (’5)
Afo () D3f 4 ("3) N

fi (1) A% fo ) N ("s)
Af (2) A3 fo () N

f2 ('7) Afy (%3") At fo (5)
Af (%2") A f ("s) A% fo

T = x9+ sh
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Wzory interpolacyjne Newtona-Gregory’ego

® progresywny

S

pn(zo + sh) = fo+ (i) Alfy + (2

)Nfo S (Z)A”fo
® wsteczny

pulwo+sh) = fo+ (j) Al (Sgl) N, (Sf) XTI (”Z‘ 1) ATE,
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Wzory interpolacyjne Gaussa

® progresywny

pn($o+8h) ~ 4 <S>A1fo+ (S)Azf—l n (S—f- 1)A3f—1 +

1 2 3
S+1 4 S+2 5 S+k_1 2k‘ S‘l‘k 2k3+1
_ ot ... AT A _
et (28 (T A (5 s
® wsteczny
+1 +1
Pu(zo + sh) = f0+<i)A1f—1+(82 )Azf—1+(s3 )A3f—2+

s+2\ .4 s+2\ .5 s+E\ ok s+EkY\  onn
( )Af_z-i—( )Af_g-l-...-i-(zk )A for + o+ 1 A for1
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Wzér interpolacyjny Stirlinga

(5) (Al fo+ AYfa] +

1
poksr1(xo+sh) = fo+ = 1

2

(;) + (S JQF 1)] A2f .+ ;(S ; 1) (A3f 4+ D3f ]+

JTRES TS Praea.

1[(s+k s+ k ok 1(s+k okt1 ki1
- Py APFLE L N
_<2k+1)+<2k )] fk+2<2k+1>{ St fi

N

= Jo+ <i>ﬂ5fo+;(i>52fo+ <Sgl)u63fo+...+

s (s+k—1\ . s+ k Dt 1
Qk( 2/<;—1)5 f°+(2k+1)”5 Jo

pf@) = [Fe+h/2) + fa = /2] psf(e) = S +h/2) — 65 (x — h/2)]
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Diagram rombowy — wzory interpolacyjne

Wzory interpolacyjne buduje sie wg ponizszych zasad:

e Sciezka rozpoczyna sie zwykle na elemencie fy (1. wyraz we wzorze)

e jesli Sciezka biegnie w prawo w dét, to dodawna jest réznica skonczona, na ktérg trafia, mnozona
przez wspéfczynnik dwumienny nad réznica

o jesli sciezka biegnie w prawo w gore, to dodawna jest réznica skonczona, na ktéra trafia, mnozona
przez wspoétczynnik dwumienny pod réznica

e jesli Sciezka biegnie poziomo i trafia na wspotczynnik dwumienny, to dodawany wyraz jest $rednig
arytmetyczna réznic skonczonych nad i pod wspdtczynnikiem

e jesli Sciezka biegnie poziomo i trafia na rdéznice skonczona, to dodawany wyraz jest $rednig
arytmetyczng wspotczynnikédw dwumiennych nad i pod réznica skonczong

e jesli poruszamy sie w lewo, to wyrazy we wzorze nie s3 dodawane, ale odejmowane

Kazdy wzér interpolacyjny zbudowany tych zasad, ktéry konczy sie na n-tej
roznicy skonczonej jest rownowazny pewnemu wzorowi interpolacyjnemu
Lagrange'a zbudowanemu w oparciu o wezty uzyte do wyznaczenie tej
réznicy. '’

6Mozna pokazaé, ze dowolna zamknicta droga na diagramie nie wnosi zadnych skladnikow do wzoru
interpolacyjnego.
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Ktéry wielomian interpolacyjny zastosowaé?'’.

e Interpolacja w poblizu poczatku tablicy (fy) — wzdr progresywny
Newtona-Gregory'ego.

e Interpolacjia w poblizu konca tablicy - wzdr wsteczny
Newtona-Gregory'ego.

e Interpolacja w $rodku tablicy i dla s &~ 0) — wzér Stirlinga.

e Interpolacja w poblizu srodka tablicy i s > 0 — wzdr progresywny
Gaussa.

e Interpolacja w poblizu $rodka tablicy i s < 0 — wzér wsteczny Gaussa

7P, P. Gupta, Sanjay Gupta, G. S. Malik, Calculus of Finite Differences and Numerical Analysis
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Algorytm Neuville'a
Jak interpolowac bez wyznaczania wielomianu interpolacyjnego explicite?

Mamy zbiér punktéw weztowych (x;, f(x;)), n = 0,1,...,n. Szukamy
wielomiandw, ktore spetniajg rownosci

Pioil...z'k(xij) — fij; ] — 07 17 ce ey k
czyli wielomianéw przechodzacych przez wybrane punkty.

Wielomiany te spetniajg nastepujacy zwigzek rekurencyjny
P(z) = f(zi) = fi
(x — i) Py i (x) — (¢ — @3, ) Prgiy iy, ()

i, — Xy

Pioz'l...ik(x) —

k 0

Wielomiany P,(x) sa wielomianami stopnia zerowego przechodzace przez
odpowiadajacy im punkt z;.
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Algorytm Neuville'a

(x — x0) Pi(x) — (v — x1) Po(x)

POl(aj): L1 — Xg
T — x9)f1 — (T — x1) fo L — Xg L — X
_ oA oo fo+ f
1 — X To— X1 1 — Xg

Py; jest wielomianem stopnia pierwszego zgodnym z weztami (xo, fo)
| (xla fl)

Analogicznie, Piy(z) jest wielomianem stopnia pierwszego zgodnym
z weztami (x1, f1) i (22, f2), itd.
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Algorytm Neuville'a

(QZ — Qfo)Plg(il?) — (ZE — CCQ)POl(ZIZ)

Poia(z) =

tatwo pokazac, ze

Poia(zo) = fo
Poio(z1) = fi
Poia(z2) = fo

Pora() jest zgodny z weztami (zo, fo), (21, f1) i (22, f2) i jest to jedyny
wielomian drugiego stopnia majacy te wfasnosc.

Podobnie, P, . (x) jest zgodny z weztami (xiy, fi,), (ziy, fi;): -- -,
(zi,, fi,) i jest to jedyny wielomian stopnia k-go o tej wtasnosci.
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Algorytm Neuville'a

W praktyce stosowanie algorytmu Neville'a sprowadza sie do utworzenia

tabeli

k 0 1 2 3

zo | fo = Po(x)
POl(CC)

r1| f1 = Pi(z) Poia(z)
Pro(z) Po123

Ty | fo = P(x) Pios3(7)
Py3(x) P1234

r3| f3 = Ps(z) Py()
P34(CU)

T4 | fa = Pa(z)

Tabele buduje sie tak dtugo, az roznice wartosci w kolumnie k-tej

s3 mniejsze od zadanej doktadnosci interpolacji.
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Algorytm Neville’a versus algorytm Aitkena

Algorytm Aitkena wykorzystuje wzér rekurencyjny bardzo podobny
do stosowanego w algorytmie Neville'a:

P(z) = fi
(@ = @i ) Pigin.ig, iy, (8) = (€ = i) Pigiy iy, ()

Lig, — Lij_y

Algorytm Aitkena zostat wyparty przez algorytm Neville'a z uwagi na swoje
gorsze wtasnosci numeryczne.
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Interpolacja funkcjami sklejanymi

Interpolacja funkcjami sklejanymi (spline) jest stosunkowo nowa metoda,
ktorej znaczenie ciggle wzrasta. Jest to dobra metoda do wyznaczania
krzywych empirycznych oraz do aproksymacji funkcji skomplikowanych
matematycznie.

Niech A = {a = xy < 21 < ...z, = b} bedzie podziatem odcinka [a, b].
Funkcja sklejana trzeciego stopnia okreslona na przedziale [a, 0]
® jest na tym przedziale dwukrotnie rézniczkowalna

e na kazdym z podpodziatéw [x;, x;11], i = 0,...,n — 1 pokrywa sie
z wielomianem trzeciego stopnia

Funkcja sklejana trzeciego stopnia sktada sie z wielomiandw trzeciego stopnia potaczonych
razem tak, ze ich wartosci i wartosci ich pierwszych dwoch pochodnych s3 réwne
w weztach x;, ¢ = 1,....,n — 1. Problem ma jednoznaczne rozwigzanie przy
narzuceniu pewnych dodatkowych warunkéw na wartosci pierwszej/drugiej pochodne;

funkcji sklejanej w punktach a i b.
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Interpolacja funkcjami wymiernymi
Funkcje wymierne nie daja sie dobrze przybliza¢ przez wielomiany.

Do ich aproksymacji trzeba stosowaé funkcje postaci

R () PH(x)  ag+aiz+---a,x
T) = f—
Q" (x) bo+ bz + -+ - bya”

ag + a1w + - - - a4yt

1+ bz +---0 v

(14, v) — stopien zadania interpolacji wymiernej

Funkcja wymierna R (x) jest okreSlona przez 1 + v + 1 wspdtczynnikéw
b. = b;/bg i a, = a;/by. Wspdtczynniki te wyznaczane s3 z warunkéw

R/W(ZUZ'):]EZ', 1=0,1,...,0+v
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Interpolacja funkcjami wymiernymi

Przyktad: Nalezy wyznaczy¢ wartos¢ funkcji ctg w poblizu zera.

Bulirsch i Boer zaproponowali algorytm typu Neville'a, ktéry pozwala
przeprowadzi¢ interpolacje/ekstrapolacje funkcjami  wymiernymi dla
zadanych punktow weztowych.

Interpolacja wielomianowa i algorytmem B&B w oparciu o wartosci funkgji
ctg w punktach 1°, 2°, ..., 5% daje:

metoda ctg(2°30)

f. wielomianowa (4. st.) 22.63817158
f. wymierna (S&B) 22.903 76552
doktadna 22.903 76555
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Rozniczkowanie numeryczne

e Jesli funkcja jest dana w postaci tabeli swoich wartosci, to przed
jej zrozniczkowaniem trzeba jg przyblizy¢ gtadka funkcjg. Te funkcje
mozna rozniczkowac analitycznie lub numerycznie.

e Jedli p,(z) jest dobrym wielomianowym przyblizeniem funkcji f(x),
to p/ (x) mozna uzywaé jako przyblizenia funkcji f'(z).

e \Wzory réznicowe do obliczania pierwszej i wyzszych pochodnych mozna
otrzymaé przez wielokrotne rdézniczkowanie wzordw interpolacyjnych
(Lagrange'a, Newtona, Gaussa, Stirlinga).
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Wpg wzoru progresywnego Newtona

pn() = f(z; + sh) = fi + iAfz‘—l— §A2f¢+...+ ZA"]‘;-
—1 —1 — 2
=f¢+sAf@-+8(82 Jpzg, 4 5 3)I(S XTI
to
dpn(z)  dpn(x; +sh)ds  ldp,(z; + sh)
dv ds dr h d52
1] 1 3s 6s 2
N N Y N B Eea R L
h_f+G J Jit 6+J f]
17 1 1 1
S N P A e B )A% ]
h_f+(s 2) f+23 3+3 fi +

Dla x = x; (s = 0)

1 1 1
() = = |Af; — =A% f; + A3, ]
Py (i) h{ Jim ST+ A7 i+
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Po rozpisaniu réznic skonczonych mamy

P (z;) — fz+1h— Ji L O(h)
pfll)(%') _ —fiyo + g}]:zﬂ — 3/ +O(h?)

d’po(z) 1 dpy(z;+sh) 1

dr2  h?2 ds? T R2
@)(z;) = ! A’f — N3fi+ ]
Py, 1 h2 1 ) S
— Ji 2fi i
p7(12)(xl) _ f—|—2 —|_h2f +1 T f 4 O(h)

—fira t 4 iyo =/ 2fi
p%Q)(xZ) — fl+3—|— f-|—}2lz 5f—|-1—|_ f _|_O(h2)

[A2fl + (s —1)A3f; +
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Wg wzoru Stirlinga

pI(z:) = 2# (5fz' — 253fz' *55f1 S fi+ .. )
_ fz’—|—12_hfz'—1 4 O(h2)
~ —Jiro+8fi1 —8fica £ fio
a 12h +O(hY)

1 1
(2) () — 2 L ZRN R, L )
W) = o (5 fim 0t 0= i

Jiv1 — 2/ + fz’—l
= =3 + O(h?)
- —Jiro+ 161 —30f; +16f; 1 — fi o A
= 1012 + O(h")
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Doktadnos¢

Wartosci funkcji s3 poprawnie zaokraglone do r cyfr po kropce.

Btad zaokraglenia dla wzoru interpolacyjnego Lagrange’a

()] <5x 107" 3 |Ij(x)

Btad zaokraglenia dla pochodnych

Wzér Lagrange’a:
e interpolacja: btad metody ox h?, btad zaokraglenia nie zalezy od h.
e rézniczkowanie: btad metody o< h?, btad zaokraglenia oc 1/h*

Whiosek: Przy rézniczkowaniu numerycznym nalezy wybra¢ h tak, aby
btedy metody byty poréownywalne z btedami zaokraglenia.
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Ekstrapolacja (iterowana) Richardsona
Potrafimy wyznaczy¢ F'(h). Jak uzyskaé wynik dla h — 07

Niech
F(h)=a¢g+ah’* +O(h"), h—0, r>p

Jedli potrafimy obliczy¢ F'(h) i F'(qh), (¢ > 1), to

F(h) = ap+ a1h’ + O(h")
F(qh) = ag+ ai1(qh)? + O(h")

F(0)=ag = F(h)+ F(hc)]p_j(qh)

O

Takie postepowanie nazywa sie ekstrapolacjg Richardsona.

Jesli znana jest postaé rozwiniecia funkcji F'(h) wzgledem potegi h (nie
znamy wspdtczynnikdédw rozwiniecia, jedynie jego postad!), to mozna
wowczas wielokrotnie zastosowal ekstrapolacje Richardsona, co prowadzi
do tzw. iterowanej ekstrapolacji Richardsona.
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Catkowanie numeryczne

Jesli funkcja f(x) jest ciggta funkcja rzeczywistg zmiennej rzeczywiste;
| jest catkowalna na kazdym przedziale [a, z], gdzie x € [a, b], to

F(z) = [, f(t)dt

jest funkcja ciagta na przedziale [a,b] i rdézniczkowalng wewnatrz tego
przedziatu oraz zachodzi réwnoé¢ f(x) = F'(x) (dla punktéw wewnatrz
przedziatu). Poniewaz F'(a) =0

f, J(t)dt = F(z) = F(a)

Z rownowaznosci catkowania i rézniczkowania wynika

Kiedy wyznacza¢ F(x) przez catkowanie, a kiedy przez réwnanie
rézniczkowe?
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Kwardratury otwarte i zamkniete
Kwadratury numeryczne stuza do wyznaczania catki oznaczone;j

[} f(z)da

przez przyblizenie catki sumami skonczonymi odpowiadajacymi podziatowi
przedziatu catkowania.

Kwardratury zamkniete korzystaja z f(a) i f(b).

Kwadratury otwarte wykorzystuja tylko punkty wewnetrzne [a, b].
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Kwadratury Newtona-Cotesa

Kwadratury N-C otrzymuje sie zastepujac funkcje podcatkowa
wielomianem interpolacyjnym p,(x):

[ p(x)dz ~ [ f(z)da

Niech x; = a+ih,1=0,1,....n, h=(b—a)/n, n > 0 i niech p,(x)
bedzie wielomianem interpolacyjnym stopnia n lub mniejszego

pn(xz):fzzf(xz)7 7::0,1,...,?2

Ze wzoru interpolacyjnego Lagrange’a mamy

n n r — Tk
pule) = S ) =
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Kwadratury Newtona-Cotesa

Zamiana zmiennych x = a + ht daje

S )
|
=~

oy
\Hw\ll —3
<.O

.

I

Z'T‘

[ pulz)dz = éo fi [P () da = héo fi | oi(t)dt

= h %0 fz'sz'

Jest to ogdlny wzér na kwadratury Newtona-Cotesa z wagami «; zaleznymi

jedynie od n i spetniajagcymi warunek

=N
1=0
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Kwadratury Newtona-Cotesa

Kwadratura trapezéw (n =1, ag = a1 = 1/2):

[ po(e)dr = h(fo + i)
Kwadratura Simpsona (n =2, ag =1/3, a1 = 4/3, ap = 1/3):
['pa(x)de = Shlfo +4f1 + f)
ns a«fs reszta nazwa doktadnosé
15 11 Sh3 (¢ trapezéw T
21 141 &h3 () Simpsona <’
31 1331 ShofW(&)  Simpsona 3/8 < 2’
4 & 1464246414 Sh'fO(E) Milne'a-Bode'a < 2
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Kwadratury ztozone

Kwadratur N-C dla n > 6 nie stosuje sie z uwagi na ich zte wtasnosci
numeryczne.

Do przyblizania catki w catym przedziale [a,b] stosuje sie kwadratury
ztozone.

/tozona kwadratura trapezéw:

b n—1 T n—11
dr ~ I, = —h
J, f(z)dx z;::o i k§02 (fe + frv1)

::;uﬁ+2ﬁ+2b+.n+ZM4+ﬁ0

:h@%+ﬁywﬁ+ﬁ+m+h1ﬂ
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Kwadratury ztozone

Ztozona kwadratura Simpsona (n = 2m):

[} fx)da

Y
Y

n—1
>
k=0

nz—zl
k=0 3

Iy

1h (fr +4fie1 + frev2)

;h(fo+4f1+2f2+4f3‘|’---+2fn2+4fn1+f”)

1
~h
3

(fo+ fom) F2(fa+ fat o+ fomon) +4(f1+ f3+ ..+ fon-1)]
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Kwadratury numeryczne: poréwnanie'®

Midpoint rule Trapezoid rule

v
\/

Simpson’s rule Composite Simpson’s rule

Bhttp://www.mathworks.com/moler/quad.pdf


http://www.mathworks.com/moler/quad.pdf
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Kwadratury otwarte

Otwarte kwadratury N-C nie maja praktycznego zastosowania, bo trudno
z nich tworzy¢ kwadratury ztozone. S3 one przydatne do uzupetnienia
kwadratur ztozonych, np.

/;;1 f(x)dx = hfi + O(hzf(l))
= ;h(3f L — fo) + O(R3f®)

= 214h(55f1 —59f, + 373 — 9f3) + O(h*f¥))

Wzory powyzsze s3 dokfadne dla funkcji statej, wielomianu stopnia 1-go,
2-go, itd.
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Wz6r sumacyjny Eulera-MaclLaurina

Niech T'(h) bedzie suma okreslong przez ztozony wzér trapezdw:

T(h) = ;h(fo F 2614 2f 4 . 21+ [a)
Wtedy

= [, fa)de + 112h2[f(”(b) — /0@ — o h OB~ O a)

720

+ 20020 L 0) = FO@)] +

4+ C2rh2T[f(2r_1)( ) f2r 1)( )]—I—O( 2r+1)

a=1x9, b=x,ih=(b—a)/h, wspdtczynniki ¢, wyrazaja sie przez tzw.
liczby Bernoulliego:
(_1)r+1Br
Cor =
(2r)!
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Wzor sumacyjny Eulera-Maclaurina: zastosowania

e teoretyczna podstawa metody catkowania numerycznego, tzw. metody
Romberga

e b. dokfadne catkowanie funkcji, ktérych pochodne na krancach
przedziatu s3 znane

o doktadno$¢ wzoru trapezéw, gdy fH(b) = f¥(a), k = 1,3,..;
wzor trapezow jest bardzo doktadny dla funkcji okresowych, o okresie
rownym dfugosci przedziatu catkowania
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Metoda Romberga
Ze wzoru summacyjnego E-M wynika, ze

T(h) = cg + c1h® + coh* + . .. Co = /ab f(x)dx

e Ekstrapolacja iterowana Richardsona zastosowana do poprawienia

wartosci catki otrzymanej przy pomocy wzoru trapezéw daje metode
Romberga.

e Jednokrotne zastosowanie ekstrapolacji Richardsona dla ztozonej
kwadraury trapezow jest réwnowazne zastosowaniu ztozonej metody
Simpsona.

e Metoda Romberga pozwala na automatyczne dobranie wtasciwego
kroku catkowania.
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Kwadratury Gaussa

Kwadratury N-C: wezty maja ustalone potozenie, wagi (a;) sa dobierane
tak, aby przyblizenie byto Sciste dla wielomianéw okreslonego stopnia.

Kwadratury Gaussa: wezty i wagi (2n + 2 parametry) sa dobiera tak, aby
przyblizenie byto Sciste dla wielomianow stopnia 2n + 1 witacznie.

Ogdlna postac:
[ F@)de = 3 wif(w) + Koo D(€)

Odciete x;, wagi w; oraz wspdtczynniki Ko, f?"2)(€) sa stablicowane
(zob. podreczniki analizy numerycznej).
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Kwadratury Gaussa

Plusy:

e wzory Gaussa zwykle daja lepsze wyniki (przy tym samym nakfadzie
pracy), niz odpowiednie wzory oparte na weztach réwnoodlegtych

o dokfadne dla catek postaci [Pw(x)f(x)dr, gdzie f(z) jest
wielomianem

Podstawowe twierdzenie dotyczace kwadratur Gaussa méwi, ze odciete n-punktowej kwadratuy
Gaussa z funkcja wagowa w(z) w przedziale (a,b) sa doktadnie pierwiastkami wielomianu
ortogonalnego dla tej samej funkcji wagowej i tego samego przedziatu i s3 doktadne dla
wielomiandéw stopnia 2n — 1.

Dla n = 2 btad kwadratury Gauss-Legendre’a wynosi 1%,5]‘(4)(5), adlan=4- mf@)(g).

w(x) przedziat wielomian
1 (—1,1) Legendre'a
e (0,00) Laguerre'a

e~ (—00,00) Hermite'a
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Kwadratury Gaussa
Minusy:

e wezty kwadratur wyzszych rzedéw nie pokrywaja sie z weztami
kwadratur nizszych rzedow

e trudnosé¢ szacowania doktadnosci

. 1.585 026 3-punktowy
/El R O,de = 11.585060  4-punktowy
1.582 233 doktadna wartos¢
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Roéwnania rézniczkowe — sformutowanie zagadnienia

Rozwazmy rownanie rézniczkowe pierwszego rzedu

d
= (ey). (o) = vo
ZLaktadamy:

o funkcja f(x,y) jest okreslona i ciggta w pasie o < = < b,
—00 < Yy < 00, gdzie g i b sg skonczone

e istnieje stala L (stata Lipschitza) taka, ze dla kazdego = € [z, ]
i dowolnych liczb y i y* zachodzi

|f(z,y) — f(z,y")| < Lly — 7|

Przy tych zatozeniach mozna udowodnié, ze w przedziale [z, b] istnieje
dokfadnie jedna funkcja ciagta i rézniczkowalna y(x) spetniajaca powyzsze
rownanie.
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Roéwnania rézniczkowe a procesy fizyczne

Jesli RR ma opisywac jakis$ proces fizyczny, to oczekujemy, ze niewielka
zmiana warunkdéw poczatkowych tylko nieznacznie wptynie na rozwigzanie
w okolicy warunkéw poczatkowych (nie mozna tego zaktadaé przy
T — 00).

Zaktadamy, ze f(x,y) jest ciagta i ze RR ma dla kazdej wartosci
poczatkowej jedyne rozwigzanie

Y= ¢(CC, Lo, yO)

Przy tych zatozeniach mozna pokazaé, ze ¢ jest funkcja cigta wszystkich
swoich argumentow x, xg, 1o, tzn. dla kazdego ¢ > 0 i X > 0 istniej takie
0 >0, ze gdy |yo1 — yo| < & i |xo1 — o] < 9, to rozwigzania y1(x) i y(x)
wyznaczone przez warunki brzegowe y(zo1) = yo1 | y(x0) = yo spetniaja
nieréwnosé

yi(x) —y(r)] <e dla —X<z<X
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Algorytmy rozwigzywania rownan rdézniczkowych

1. Catkowanie réwnania
y(z) = f(z,y)
pomiedzy punktami X i X + AX z przedziatu [a, b]

X+AX
y(X +AX) —y(X) =[x 7 flz,y(z))de
Najprostszy sposéb otrzymywania metod wielokrokowych: f zastepuje
sie wielomianem interpolacyjnym.

2. Lastagpienie pierwszej pochodnej w rdwnaniu wyrazeniem zawierajacym
roznice skonczone. Np. jesli

to
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Algorytmy rozwigzywania rownan rdézniczkowych

3. Rozwiniecie rozwigzania w poblizu punktu y(X + AX) przy pomocy
wzoru Taylora

V(X + BX) & y(X) + AX (X, (X)) + (AXV/(X) + .

To podejscie prowadzi do otrzymania metod jednokrokowych.

Metody réznicowe: wartosci funkgji f(x,y) oblicza sie jedynie w punktach
(i, yi), yi = y(@i).
Metody Rungego-Kutty: wartosci funkcji f(x,y) oblicza sie w punktach
réznych od (z;, ;).
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Wybdr metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych
Problemy:

e doktadno$¢ i stabilnoé¢, analiza przenoszenia sie btedéw (metoda
stabilna, jesli btad nie ma tendencji do wzrastania)

e wybdér warunkdw poczatkowych: niektore metody rozwigzywania
rownan rozniczkowych wymagajg wiecej niz jednej wartosci
poczatkowej; potrzebne s3 dodatkowe metody rozpoczynania obliczen

e szybkos¢ metody: wzgledy praktyczne wymuszaja ocene metody pod
wzgledem jej szybkos¢ i wygode operowania wartosciami zmiennych
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Metody rdéznicowe

Rozwigzujemy rownanie
dy

dg;:f(aj’y)’ Y(ZIZO) = Yo

gdzie Y (z) oznacza doktadne rozwigzanie.

Niech Y; =Y (x;), Y/ = dydf)b:%, h=x1— ;.
Dla przyblizonego rozwigzania

Yi = y(:rzz-), y; — f(aj%v yz)

Funkcja y(x) istnieje tylko w punktach z;!
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Metody rdéznicowe

Ogolna posta¢ metod réznicowych p-krokowych
p p
Yn+1 = z';O AiYn—i T h 1'21 biy;l—i

X, oznacza ostanig wartos¢, dla ktoérej obliczono y, a p + 1 jest liczba
wartosci iy potrzebnych do obliczenia 1,4 1.

® a; i b; s3 dowolne, ale a, # 0, b, # 0

e jesli b1 = 0, to y,.1 jest funkcja jedynie wczesniej obliczonych
wartosci; otrzymujemy bezposrednie/ekstrapolacyjne wzory réznicowe

o jesli by #0, toy, 1 = f(Tnt1,Ynst1) 1 réw. musi byé rozwigzywane
metoda iteracyjn3; otrzymujemy posrednie/interpolacyjne wzory
réznicowe (bardziej ztozone, ale o lepszych wtasnosciach)
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Metody rdéznicowe

W réwnaniu
p p ,
Yn+1 = _;O AiYn—i + h __Z_l biyn_z-

dobiera sie wspdtczynniki a; i b; tak, aby rownanie byto dokfadne dla funkgji
Y (x) bedacej wielomianem okreslonego stopnia r (wzér ma mieé rzad

doktadnosci ).

Niech y, = :L':Z 7 =0,1,...,r. Z powyzszego wzoru wynika, ze

1= 3 (—i)a; + j ﬁl(—z')f"—lbi

1=0
czyli dysponujemy r + 1 réownaniami na 2p + 3 nieznanych parametréw
a; i b;. Jesli 2p + 3 > r, to wolne parametry wykorzystuje sie do

® zmniejszenia reszty

e zapewnienia najlepszych warunkow przenoszenia sie btedow

e uzyskanie porzadanych wfasnosci obliczeniowych (np. zerowania sie
pewnych wspoétczynnikdw)
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Metody roznicowe: przyktad
Wyznaczyé wspotczynniki we wzorze

Yn+1 = QoY + h(b—ly:wrl + boy;)

tak, aby miat o rzad doktadnosci 2. Dla p = 0 i r = 2 prosty rachunek
daje

h
Yn+1 = Yn + 2 (y;wl + y;z)
Warto zauwazy¢, ze jesli
. h
[ g(@)dr = 2 (gnsa + gn)
i g(z) =y'(x), to
h

Yn+1 = Yn + 2(y7/1+1 + yvlz)
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Metody ekstrapolacyjno-iteracyjne

Dokfadnos¢ metod rzedu 2:

3 3
Ynt+l = Yn—2 T 2h(y7/z + y;z—l)a E = 4h3Y(3)(€1)

1 / / 1 3v7(3)
Yn+1 — UYn + zh(ynJrl + yn)7 E = _12h Y (52)

Dla wzorow ustalonego rzedu wzory iteracyjne sg doktadniejsze od wzorow
ekstrapolacyjnych.

Wzory ekstrapolacyje sg wykorzystywane jako tzw. wzory wstepne, a wzory
interpolacyjne jako wzory korygujace.

Metody ekstrapolacyjno-iteracyjne (predictor-corrector).
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Metody ekstrapolacyjno-iteracyjne

Metoda ekstrapolacyjno-iteracyjna rzedu 2.:

3
0
y?(’b—zl = Yp—2 + 2h‘(y7,1 + Y1)

Ypt1 = f(%ﬂﬂfﬁl)

1 )
Yn+1 = Yo+ 2h(?/7(zjll + )

j=01,...
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Metoda Milne’a

Metoda ekstrapolacyjno-iteracyjna rzedu 4.:

4 14
U = puoa b gh( Yt 2 0), B = kY O()

Ypi1 = f($n+1,y7g()421)

, 1 . . 1
y?&ﬁ_ll) — Yn—1 + 3h(y/7(7:7—)kl + 4y7/1 + y7/1—1)7 J = 07 17 SRR E = _90h5y(5)(§2)

Oszacowanie btedu: E ~ —219(yn_|_1 — yy(z%)



Réwnania rézniczkowe 188

Metody Rungego-Kutty
Ogolna postac:

%H—%zgwm

1=

gdzie w; sg statymi wspotczynnikami, a
i—1
ki = hof(zn + Qilp, yn + '21 Biik;)
j:

hy = Tpy1 — Ty, a1 = 0.

Przy danych wartosciach w;, a; i (3; otrzymujemy metode samostartujacy.
Krok h,, moze ulega¢ zmianie na kazdym etapie obliczen.

Metody R-K wymagaja wartosci f(x,y) w punktach posrednich, nie tylko
(@0 Yn)!
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Metody Rungego-Kutty
Popularna metoda 4. rzedu (ay = a3 =1/2, a4 = 1):

1

Yn+l — Yn = 6(]<J1 + 2ko + 2k3 + k4)

kl — hnf(ivmyn)

1 1

k2 — hnf(mn + *hny Yn + *kl)
2 2
1 1

k3 — hnf(xn + zhna Yn T 2k2)

k4 — hnf(xn + hn; Yn + k3)
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Metody réznicowe i Rungego-Kutty: poréwnanie
1. metody R-K s3 samostartujace

2. dokfadnos¢ metod R-K jest poréownywalna lub lepsza od metod E-I

odpowiedniego rzedu; trudniejszy problem szacowania btedu (trzeba
ostroznie dobiera¢ kroku h)

3. metoda R-K wymaga w kazdym etapie obliczenia wartosci f(x,y) tyle
razy, ile wynosi rzad metody; metody E-I wymagaja potowy takich
operacjl

Z uwagi na punkty 2. i 3. nalezy stosowa¢ metody E-I.

Metody R-K s3 wygodne do wyznaczania wartosci wstepnych.



