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0.1 Zagadnienie Sturma-Liouville’a:

Problem spektralny dla operatoréw. Bardzo krotko, wiec mozliwe uproszcze-
nia tematu... Ogolna posta¢ badanego réwnania;

a(2)y" (x) +b(2)y'(z) + c(z)y(r) = —Ay(z)

z pewnymi warunkami brzegowymi...

Posta¢ do obliczen wartosci wlasnych (kanoniczna lub inaczej: postac
Sturma-Liouville’a). Dla tych, ktorzy wola poszukaé¢ informacji w formie ope-
ratorowej - lewa strona to L(y) z pewnym operatorem (powinien by¢ hermi-
towski) £, tu L(y) = ay” + by’ + cy. Zbior wartosci whasnych operatora nazy-
wamy jego widmem, badamy tzw. regularne zagadnienia Sturma-Liuoville’a,
czyli posiadajace dyskretne widmo, a dla ktérych zbiér funkeji wlasnych jest
uktadem zupelnym w badanej przestrzeni funkcyjnej. W badanych przez nas
rownaniach czastkowych oznacza to konieczno$é¢ badania warunku, jaki musi
spetnia¢ A (np. znak).

Mozna to wiec zapisa¢ w postaci

p(2)y ()] + [q(z) + Ar(2)]y(z) =0

(czyli L(y) = A -r -y w pewnej przestrzeni wagowej z waga 1) .

Sprowadzenie do tej postaci pozwala np. sprawdzi¢ regularno$é badanego
rownania: jest tak wtedy i tylko wtedy, gdy p(x) > 01i r(x) > 0 w calym
badanym zbiorze.

Twierdzenie: Jezeli zagadnienie Sturma-Liouville’a jest reqularne, to war-
tosci wtasne sq dyskretne 1 mozna je uporzgdkowac w cigg rosngcy Ay < Ag <
e < Ay <. taks, ze N, — 00 dlan — oo oraz jednej wartosci wtasnej od-
powiada tylko jedna funkcja wltasna unormowana.

Uwaga: my bedziemy stosowaé te teorie dla kilku najprostszych przypad-
kow, np. rownan struny czy Laplace’a. Powstaja wtedy dos¢ proste rownania
IT rzedu, czesto o stalych wspotezynnikach.

y//_|_)\y:0 — (y')'+)\y:O

czy
zy" +y + Ay =0 = (xy/) + My = 0.



Nie sa to - niestety - jedyne mozliwosci. Teoria obejmuje nawet takie rownania
IT rzedu jak Bessela

2

22y + xy + (22 =¥y =0 = (xy)) + (z — Z)y =0

czy Legendre’a
(1—a?)y" =22y +v(v+y=0 =  (1-2)y) +vv+1)y=0,

a oba posiadajg uktady fundamentalne rozwigzan sktadajace sie z tzw. funkcji
specjalnych (Bessela i Lagrange’a, odpowiednio...). I do réwnan czastkowych,
dla ktorych po rozdzieleniu zmiennych powstaja takie wtasnie rownania zwy-
czajne da sie stosowaé¢ metode Fouriera. Nawet wiecej: jesli istnieje zamiana
zmiennych (czynnik catkujacy), po ktorej rownanie przyjmie taka postaé, to
metoda moze by¢ skuteczna.

Przykladowe zadanie. Zbada¢ rownanie (w otoczeniu zy = 1):

4oy’ 4+ 2y — Ay =0

Zadanie wlasne dla Czytelnikow: przeprowadzi¢ te roéwnanie do postaci
Sturma-Liouville’a (wsk. znalez¢é wzory na podstawienie lub rozwiazac
uklad rownan (posta¢ ogolna) = (posta¢ S-L po wykonaniu rézniczko-
wania), uktad polega na przyréownaniu funkcji przy pochodnych tego
samego rzedu, ale uwaga: po pomnozeniu obustronnym przez pewna
funkcje... Obliczamy np.

(p(2)y' ()" = y"(z)p(x) + p'(2)y () = a(x)y"(x) + b(z)y'(x)
itd.
Zadania.
1. Rozwazmy roéwnanie rozniczkowe zwyczajne z warunkami brzegowymi:

v +u=0, wu(0)=0, u(L)=0.

Oczywiscie funkcja u(x) = 0 jest rozwigzaniem tego zagadnienia. Czy
jest to jedyne rozwigzanie? Czy odpowiedz zalezy od L7



. Zagadnienie:
y//_Qy/+>\y:O , y(O):O7 y(ﬂ'):[)

Rownanie prosze zapisaé jako: %[e_zxy’ | + e 2* Ay = 0 (posta¢ Sturma-
Liouville’al! - sprawdzi¢) i prosze go rozwiazac.

. Dla jakich wartosci A zagadnienie

y'+ Ay =0, y(0)=y(2r), y(0)=y'(2n)
ma nietrywialne rozwigzanie?
. Rozwiaz zagadnienie brzegowe

u"'=0 dla 0<z<1, «(0)+ku0)=0, u'(1)*ku(l)=0

dla kazdej statej k. Rozwazaj przypadki 4+ i — osobno. Dlaczego przy-
padek z k = 2 jest wyrdzniony?

. Zmajdz wartosci wlasne i odpowiadajace im funkcje wlasne zagadnienia

XW_Ax=0 , X(0)=X(1)=X"(0)=X"(1)=0.
. Zmajdz wartosci wtasne i odpowiadajace im funkcje wlasne zagadnienia
XW=)X | X(0)=X(0)=X(1)=X'(1)=0.
. Rozdzielajac zmienne rozwiaz réwnanie
tuy = Uy + 2u
z warunkami brzegowymi
u(0,t) = u(m,t) = 0.

Udowodnij, ze rownanie to ma nieskonczenie wiele rozwiazan spetniaja-
cych warunek poczatkowy

u(z,0) = 0.
Tak wiec, w tym przypadku brak jest jednoznacznosci rozwiazan!

. Sprawdz, ze u(x,y) = f(x)g(y) jest rozwigzaniem réwnania rozniczko-
wego czastkowego uu,, = wu,u, dla dowolnych funkeji f, g klasy cW
jednej zmiennej.
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Funkcje hiperboliczne sg zdefiniowane nastepujaco:

et —e e’ +e
sinha = —— | cosha:—i_i
2 2
Sprawdz, ze u,(x,y) = sinnx - sinh ny jest rozwigzaniem rownania
0*u  0%u
Tl =0
ox?  Oy?

Rozwiaz réwnanie dyfuzji

U = Uz , 0< <],
7z mieszanym warunkiem brzegowym: u(0,t) = u,(1,¢) = 0 i warunkiem
poczatkowym (0, z) = g(z) z odpowiednio dobrang funkcja g.
Znajdz metoda bezposredniego catkowania funkcje u = u(x,y) spetia-
jaca rownanie oraz podane warunki brzegowe:
a) upp =62y w(0,y) =y, u(ly)=y +1,
b) yuy, + u, =0, u(z,1) = 22,
C) Uy + 2u, = 0, w(0,y) =1, u(l,y)=1/(e?).

u(z,e) =1,

Znalez¢ rozwigzanie ogdlne rownania
3y + Ugy = 0.
Czy istnieje jedyne rozwiazanie przy dodatkowych warunkach
u(z,0) = e u,(z,0)=0 ?
Zmajdz rozwiazanie rOwnania Laplace’a
Ugy + Uyy = 0
na prostokacie: 0 < x < a, 0 < y < b spetniajace nastepujace warunki
brzegowe:
u, = —a dla x =0,
u, = 0 dla x=a,
u, = b dla y=0,
u, = 0 dla y=0o.
Prosze zignorowa¢ warunki zgodnosci w wierzchotkach prostokata. Roz-

wigza¢ metoda Fouriera - inna metoda bedzie omoéwiona przy okazji
rownania Poissona.
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