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0.1 Rozwiazanie ré6wnania struny metoda d’Alemberta

Rozwazmy réwnanie struny (hiperboliczne)

Pu 0%

@—a@, CL>O, (1)

w obszarze D = {(t,x) € R? : t>0} spelniajace warunki poczatkowe:

u(0,2) = pla), TU0.2) = vla), TER, )

gdzie ¢ i 1 sa ustalonymi funkcjami.

Rownanie charakterystyk w naszym przypadku ma postaé
(dz)? — a*(dt)* = 0.

Jak juz wiemy (réwnania hiperboliczne - postacie kanoniczne réwnan liniowych), prowa-
dzi to do dwoch réwnan

dx dx
=q = —a,

dt 7 dt
i dwoch calek pierwszych uyi(t,x) = © — at, wus(t,x) = x + at. Stosujemy podstawienie

=z —at, n=2x+at,
co sprowadzi réwnanie wyjsciowe do postaci
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Catkujac wzgledem 7 otrzymamy

ow

afén:OJrf(S):f(f),

a nastepnie catkujac wzgledem & otrzymamy

wign) = [ F(€)dE + Gln) = F(&) + Gl),

gdzie F i G sa dowolnymi funkcjami klasy C®. Wracajac do zmiennych wyjsciowych
mamy
u(t,z) = F(x — at) + G(z + at). (3)

Rozwiazania zadane odpowiednio funkcjami F' i G nazywamy sie falami prostymi i
opisuja one ruch fali w prawo i lewo, odpowiednio. Z warunkéw poczatkowych uzyskamy

w(0,2) = F(z) + G(x) = »(),



8u / !
E(O’ r) = —aF'(x) + aG'(x) = ().

Rozwiazujac uktad réwnan

1
F(z) +Ga) =p(x) , —F(2)+G(2) = ¢(2),
otrzymamy
) = L) 4 L
G(@) = 5¢'(a) + 5 0(),
a wybierajac dowolne xq, po scatkowaniu w przedziale [z¢, x| dostajemy
6() = Lote) = Lotoo) + = [ ws)ds + G
) = 5(@) = 5el) + o s)ds To).
zo

na razie wzor wyglada na zalezny od xq, musimy wykazaé, ze rozwigzanie nie zalezy od
tego wyboru.

Wstawiamy uzyskany wzor do pierwszego rownania:

1

F() = ¢(x) — G(x) = ola) — o [ ¥(s)ds + e(wo) — Glao).

Teraz musimy podstawi¢ wzory na F' i G do (3) i uzyskamy:

x—at T+at
1 1 1
u(t,z) = 5((,0(:6 —at) + o(z + at)) ~ 7 / Y(s)ds + % / YP(s) ds.
xo o
Kluczowa uwaga jest brak w otrzymanym wzorze stalej oy wybieranej przez nas w dowo-
dzie.

Wzér mozna oczywiscie uprosci¢ do postaci (tzw. wzor d’Alemberta)

x+at

u(t,z) = ;(W —at) +ple+at)) + 5 [ 6(s) ds. (@)

r—at

Ze powyzszego wzoru wynika natychmiast, ze rozwiazanie problemu struny zalezy w
sposob ciagly od warunkow poczatkowych (jest stabilne): niech u; bedzie rozwiazaniem
réwnania (1) odpowiadajacym warunkowi poczatkowemu ¢ oraz predkosci poczatkowej
1, a uy rozwiazaniem odpowiadajacym warunkowi poczatkowemu s oraz predkosci po-
czatkowej 1.

Wybierzmy dowolne € > 0. Wtedy

i (t,2) — un(t 7)| < ‘;(gol(ac —at) + pr(w + at)) - ;(wg(x —at) + pa(a + at))’

r+at z+at

1 1

%a / @/Jl(s)ds—% / o(s) ds

r—at r—at

+

1 1
< §|901(5'3 —at) — pa(x — at)| + §|901($ +at) — go(x + at)|

1 r+at
+ 5o [ ln(s) = ()l ds.



Jezell |p1(x) — pa(x)| <9, [1(z) —Ya(x)] < d dlaz € R, to
lun (. 7) — ua(t, 2)] < ;5+ ;5+5-t.

Dla § + 0t < e uzyskamy definicje ciagtej zaleznosci od warunkéow poczatkowych (Tak
przy okazji pytanie - czy punktowy warunek (norma supremalna): |11 (x) —o(z)| < 0 jest
mozliwy do ostabienia? Jak? A co z warunkiem na funkcje ¢ ?)

Z liniowosci operacji rozniczkowania wynika, ze jesli ¢ = @1 + 2, ¥ = 1 + Y9, to
rozwigzanie problemu struny mozemy przedstawié¢ jako sume rozwiazan

U:U1+U2,

gdzie u; jest rozwigzaniem rownania struny spetniajacym warunki poczatkowe

u(0,2) = (2), 521(0,2) = 1 (0),

a up jest rozwigzaniem réwnania struny spetniajacym warunki poczatkowe

u(0,2) = eala) . P(0,) = ()

Konieczny jest komentarz o stosowalnosci tej metody. Pierwszym krokiem jest uzy-
skanie postaci kanonicznej, z ktorej (na ogoél metoda bezposredniego catkowania) znaj-
dujemy rozwigzanie ogblne. Przypomne jednak, ze nawet proste rownania hiperboliczne
w postaci kanonicznej nie musza da¢ sie catkowaé¢. Aby poszerzy¢ zakres dziatania me-
tody d’Alemberta warto poda¢ proste sposoby (dla niektérych postaci) pozwalajace na
znajdowanie rozwiazan ogoélnych.

Rozpatrzmy rownanie liniowe (hiperboliczne)

Oxdy Ox Oy “="

Nie da sie go catkowaé¢ obustronnie. Zastosujmy jednak podstawienie

U(l’,y) = U(I’,y) : e—x—y’

a po wyliczeniu pochodnych czastkowych %Z’ g—; oraz % (pochodna iloczynu) i wsta-

wieniu do réwnania uzyskamy

v

0xdy
a te rownanie da sie juz catkowaé. Nie zawsze jest wiec tatwo okresli¢ czy metoda d’Alemberta
ma zastosowanie. Uzyskamy

v(z,y) = F(z) + G(y) = u(z,u) - e
z pewnymi F, G klasy C®| a wiec

u(z,y) = (F(z) + G(y) - e



Cwiczenie 1: Powyzsza metoda rozwiazaé (jak sie da!) réwnanie

Pu 1 @+ 1 Ou
oxdy x—ydr x—yody

stosujac poszukiwanie rozwigzania u w postaci

v(x,y)
rT—1y

u(r,y) =

Wskazéwka (po zgloszeniu problemu - dzigkuje!): w uzyskanym réwnaniu zastosowaé
rozdzielanie zmiennych v(z,y) = X (x) - Y(y).

Cwiczenie 2: Metody rozwiazywania pewnych rownan bazuja na powyzszym pomy-
sle, ale wymagaja (jak to w rownaniach czastkowych bywa...) dalszych krokéw. Rozpa-
trzmy:

0%u n_ Odu N m_ Ou 0
0xdy w—ydxr x—ydy
gdzie m,n € N oraz u jest klasy C(m+7+2),

Oznaczmy przez z,, rozwigzanie tego roOwnania ze stalymi n,m. Zauwazmy, ze dla
n =m = 1 znamy rozwiazanie (¢wiczenie wyzej), czyli

82211 o 1 8211 + 1 8211
Jxdy x—y Odxr x—y Oy

=0,

albo inaczej
82 211 8211 (‘3211

(x_y)ﬁxay_ Ox y oy =0.

Jesli te ostatnie rownanie rézniczkujemy wzgledem x (z zatozenia: wolno to robié - prosze
to potraktowaé jako proste ¢wiczenia), to (po uporzadkowaniu wyrazow):

82 8211 0 8211 0 8211
_ et I it 0. — (ZZ1) — 9
(z y)axay ( ox Ozr \ Oz + oy \ Ox
I teraz mozna zauwazy¢, ze to jest wyjsciowe réwnanie dla m = 2!
W naszych oznaczeniach daje to

—]
12 — aﬂj )
czyli
(w22 022y 020
4 oxdy  Ox oy

I teraz cze$¢ ¢wiczeniowa: prosze powtorzy¢ te operacje rozniczkujac powyzszy wzor po-
nownie wzgledem z. Oczekiwany wynik (oczywiscie - do sprawdzenia):

8212 82211
Z13 —_— = .
ox 0x?




Mozna sprawdzi¢ wzor wzor rekurencyjny:

8’"211
Z1m — .
" ox™

Teraz - bez zaskoczenia, postepujemy podobnie, ale rézniczkujac obustronnie wzgledem
y (oczywiscie: ¢wiczenie samodzielne)...
Rozwigzanie:
B an+m211

i -—
dx™oy™

i z naszych zalozen ta funkcja jest klasy C'®| a wiec jest klasycznym rozwiazaniem tego
réwnania.

Jak wida¢ - zadanie dalo sie rozwiazaé, cho¢ nie ukrywajmy, ze takie zadania wyma-
gaja juz pewnej wprawy i znajomosci sporej liczby pomystéw mozliwych do zastosowania
(“zauwazmy, ze..”).



