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0.1 Calki pierwsze
Rozwazmy réwnanie
' = f(t,x), (t,x) € Q, (1)

gdzie f : Q — R" jest zadana funkcjg, a 2 C R x R" zbiorem otwartym.
Oczywiscie réwnanie to mozemy zapisa¢ we wspotrzednych w postaci uktadu

rownan g
:;;1 - fl(t7 L1y 5o xn)a
: (2)
d,
;t = fult, x1, ..., x),
Funkcje g : Q — R klasy CV nazywamy calka pierwsza ukladu réwnan
(2) jesli dla dowolnego rozwiazania x1 = z1(t), ..., ©, = z,(t), t € I, tego

ukladu g(t,21(¢), ..., z,(t)) = const dla ¢ € I, tzn. funkcja g jest stala
wzdtuz dowolnego rozwigzania uktadu rownan (2). Co jest staboscia tej defini-
cji w zastosowaniach? Aby sprawdzi¢, czy funkcja jest catka pierwsza uktadu
z definicji, trzeba by go rozwiazaé! To niekiedy bywa trudniejsze (lub bardziej
czasochlonne) niz znajdowanie samych calek pierwszych. Na szczescie ich znaj-
dowanie nie bedzie dla nas celem samym w sobie, tylko narzedziem do rozwig-
zywania rownan rozniczkowych czastkowych...

Catos¢ prezentowanego materiatu podzielimy na dwie czesci. W pierwszej
podamy wtasnosci catek pierwszych, utatwiajace ich obliczanie i niezbedne do
czescl drugiej - twierdzenia o zwiazku catek pierwszych autonomicznego uktadu
rownan

d.ﬁCl
E = fl(xla o 7xn>7
5 (3)
dz,
prai falzy, ... x0),
7z rozwigzaniami roéwnania rézniczkowego czastkowego
ou ou ou
a—xlfl(xl, ce ) F TngQ(xl’ ce X)) o+ 8xnfn(x1, ey X)) =0,
czyli
" Ou
— fr(x1,...,2,) = 0.
gl 9, K )



Czesé 1. Jedli znajdziemy juz calke pierwsza, to kolejnych mozemy mieé
nickoriczenie wiele. Jest tak, poniewaz korzystajac z twierdzenia o pochodne;j
funkcji uwiktanej otrzymamy natychmiast nastepujacy:

Lemat: Niech h : R® — R bedzie funkcja klasy CW, a ¢ calka pierw-
sza uktadu (2). Wowcezas, wprost z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej,
zlozenie h o g jest rowniez cala pierwsza uktadu (2).

Podobnie, jesli funkcje g1, ..., g, sa catkami pierwszymi uktadu (2, a h :
R™ — R jest funkcja klasy CV, to funkcja h o (g1, - -, 9m) jest rowniez caltka
pierwsza uktadu (2).

Jesli natomiast chcemy znalezé wszystkie, to powyzsza wlasnosé sprawia,
pewien problem. Aby go rozwiazaé¢ wprowadzamy nowe pojecie.

Calki pierwsze g1,...,0m € CH(Q) ( m < n) nazywamy (funkcyjnie)
niezaleznymi w zbiorze €2, jesli dla dowolnego punktu (¢, x) € Q rzad macierzy
jakobianu

[ 091 dg1 ]
—(t ce t

St )t )

J = RN

OGm OGm

—(t, x),...,=—(t, x

_65(]'1 ( Y )7 Y axn ( ) )_

wynosi m tzn. w kazdym punkcie (¢, z1,...,x,) € §) wiersze tej macierzy sa

wektorami liniowo niezaleznymi. W szczegolnodci, jesli m = n to wyznacznik
powyzsze] macierzy jest rozny od zera.

Catek niezaleznych nie moze by¢ jednak dowolnie wiele. Ponizsze twierdzenie
orzeka ile. Mamy:

Twierdzenie. Zalozmy, ze funkcje fi, ..., f, ukltadu rownan (2) sa funk-
cjami klasy O w obszarze Q C R x R”. Ponadto, zalozmy, ze w pewnym
otoczeniu punktu (¢, .%) = (to, Ty,..., 2, ) € Q0 takim, ze

fl(t(), 5%) =0, fg(to,%) =0,..., fn(to,i%) =0

istnieje n calek pierwszych (funkcyjnie) niezaleznych gy, ..., g, tego uktadu.
Niech g bedzie dowolng catka pierwsza uktadu (2) w tym otoczeniu. Wtedy
istnieje taka funkcja F' jest funkcja klasy C), ze

g(t,xy, ..., x,) = F(gl(t,xl, S 0 IR § /P ,xn)) (4)

w pewnym otoczeniu punktu (to, ).

Dowdd: Dla (tg,z) € Q rozwiazanie ¢ ukladu (2) speliajace warunek
¢(ty) = x oznaczmy symbolem ¢ -;tg, x). Oczywiscie ¢(to; to, x) = x. Rozpi-
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sujac ostatnig rownos¢ po wspotrzednych otrzymamy uktad réwnan

e1(tosto, 21, - - . Tn) = 21,
. . . (5)
@n(to;to, 1, -+, Tn) = Tn.
Zauwazmy, ze
01 0p1
%(to;to’xl’ R ,xn) RN 8xn(t0; to,xl, ce ,Cl?n) 10...00
i =| -on =1
Opn I¢pn 00...01
to;to, 1,y .-y Ty) ... =—(lo;to, X1, ..., @
8.%‘1( 0, L0, 41 n) axn( 0y 40 1 n)
Punkty rozpatrywane w naszym zalozeniu, tj. spetiajace warunki fi (¢, 5}) =0,
fz(to,f%) =0, .. fn(to,%) = 0 nazywaé dalej bedziemy punktami réwnowagi
uktadu.

Zalozmy, ze (to, ) € Q nie jest punktem rownowagi uktadu (2).

Niech I x U bedzie otoczeniem punktu (tg, 7) tak dobranym, ze dla kazdego
(t,z) € I x U rozwiazanie ¢(-;t,x) jest okreslone w punkcie ¢y. Ponadto,
poniewaz funkcje w powyzszym wyznaczniku sa ciggle, mozemy otoczenie to
dobrac tak, aby

i1 dip1
T ot 1y e )+ o (it 20, T
({9513'1(0’ y L1, 733) 81.”(0 X1 x)

. £ 0,
dpn dipn
o bt Ty ) e (for T T
3:1:1< 0,0, 21, y L ) 8xn( 0 Ty x )

dla (t,x) € I x U. Oznacza to, ze funkcje o1(to; -, <), ..., walto; -, ) sa
(funkcyjnie) niezalezne w zbiorze I x U. Przy przyjetych zalozeniach o funkcjach
fi,--., fn - dzieki twierdzeniu Picarda (bo z zalozen wynika w szczegdlnosci
warunek Lipschitz’a) - przez kazdy punkt (¢,xz) € I x U przechodzi doktadnie
jedno rozwiazanie ¢(-;t,x) uktadu (2). Ponadto, jesli y = ¢(s;t, ), to z =
o(t;s,y), s € I. Dla (t,x) € I x U polozmy T = ¢(to;t, ).

Zgodnie z powyzszymi obserwacjami wartosé¢ T jest stata na kazdej catce
(tzn. jesli I jest wykresem catki uktadu (2) to ¢(to;t, z) = const. dla dowolnego
(t,x) e I).

Zatem dla dowolnego s € I mamy

e1(to; s, p(s;t,2))) = pi1(to; 5,y) = r1(to; T, ) = Ty,

on(to; s, @(s;t,x))) = enlto; s, y) = pn(to;t, ) = Zn,

3



gdzie y = p(s;t, x).
Wynika stad, ze funkcje o1(to; -, <), ..., @nlto; -, ) sa (funkcyjnie) nieza-
leznymi catkami pierwszymi uktadu (2) na zbiorze I x U. Pot6zmy

Gi(8, 1, ..., xp) = @ito; 8,1, ..., Ty), 1=1,...,n.

Oczywiscie g1, ..., g, safunkcyjnie niezaleznymi catkami pierwszymi uktadu
(2) na zbiorze I x U.

Niech ¢: 1 x U — R bedzie dowolna caltka pierwsza uktadu (2). Poniewaz
calka pierwsza jest stala wzdtuz dowolnego rozwiazania x = z(s), s € I, po-
wtarzajac rozumowanie dowodu warunku koniecznego twierdzenia otrzymamy
dla s € I uktad rownan

dg1 dg1 991 _

5 (5 2(8)) + fils, x(s))ﬁxl (s,2(5)) + ... 4 fuls, w(S))axn(S, x(s)) =0,

99n 99n Ogn _

0 (s,2(s)) + fl(saflf(<9))g$1 (s,2(s)) + ... + fuls, 1?(8))68%(8, z(s)) =0,

dg Jg g _

95 (& E(E) + fils, 2(s))5 (s, 2(5)) + - A fals, 2(s)) 5 = (s, 2(s)) = 0

Poniewaz dla dowolnego s € I powyzszy uktad posiada rozwiazanie nie-

zerowe wzgledem 1, fi,..., f,, zatem wyznacznik wspotczynnikéw musi byc

rowny zeru, czyli

g 6331 07:”
E(s,x(s))a—m(s,x(s)) --axn(&ﬂ?(s))
dg dg dg

7 ostatniej réwnosci wynika, ze pochodne funkcji ¢g sa liniowo zalezne od
pochodnych funkcji ¢q,...,9,. W konsekwencji istnieje F' takie, ze

g(t,ﬂf) - F(gl(t()?t?x)? S 7gn(t07 t,l')),
gdzie F jest funkcja klasy C'(D. ]

Uwaga: kazda catka ¢g (na mocy lematu) generuje kolejne postaci h o g (h
klasy CM), ale - jak tatwo wywnioskowa¢ z podanych wynikow jesli g i go sa
niezalezne, to catki ho g, i ho gy pozostang niezalezne (nawet ztozenia z innymi
funkcjami h).



Rozwazmy teraz uktad autonomiczny

d
:;;1 = fl(xla ceey xn)a
: (6)
dxy
C‘th = fn(iEl, ceey LCn)
Zatozmy, ze fn(x1,...,2,) # 0. Dlai=1,...,n — 1 potozmy
- filz1, ... zp)
i\L1y -5 &n) = )
fila ) folz1, . )
oraz s = x,. Wowczas
dﬂfi
dty = do. ~ ds’ 1=1,...n—1.
dt
Zatem uktad mozemy zapisa¢ w formie:
dx ~
dsl = fl(arl, vy Tp—1, S),
: (7)
dx,,— .
s L folzy, .. Tp 1, S).

Zgodnie z poprzednim twierdzeniem, w otoczeniu dowolnego punktu nie be-

dacego punktem réwnowagi, uktad ten posiada n — 1 funkcyjnie niezaleznych
catek pierwszych

g =q0(T1,.  Tn1,8), - Gn-1= Gn-1(T1, ..., Tp_1,5).

Ponadto, jesli g jest catka pierwsza w tym otoczeniu, to g = Fo(gy,. .., gn-1),
gdzie F jest funkcja klasy C). Czyli jesli (2) jest w szczegolnej postaci, czyli
uktadem autonomicznym tj. uktadem o postaci (6) (funkcje niezalezne od zmien-

nej t) i ponadto fi # 0, (lub inna funkcja xy), to uktad ten mozna sprowadzié
do rownowaznego uktadu n — 1 rownan:

dey _ f2 420 _ Ju
dey  fi7 7 dry fi
(czyli 1 pemi role zmiennej niezaleznej) lub - w postaci symetrycznej:
dry  dxs dx,, p
—— = 5 = ... = —— = d¥].
o fs fo
i h fi



Zgodnie z Twierdzeniem, aby znalez¢ wszystkie calki pierwsze tego ukladu,
wystarczy znalezé (n — 1) calek pierwszych niezaleznych. Niestety, nie zawsze
bedzie to tatwe...

Od tej pory interesowaé nas bedag JEDYNIE uktady autonomiczne!

Czesé I1. Pokazemy, ze (pod pewnymi warunkami) kazde rozwigzanie row-
nania rézniczkowego czastkowego liniowego jednorodnego (8) j

zn:%fk(xl,...,xn) = 0. (8)

k=1 a.flfk

jest calka pierwsza odpowiadajacego mu uktadu rownari (nazywanego uktadem
rownan charakterystyk):

dx
dtl = fl(xla cee 71"11)7

: (9)
dz,

dt = fn(xl, N ,ZIL’n).

Nastepnie wystarczy wykazac, ze istnieje zaleznosé odwrotna (nadal pewne za-
tozenie sa niezbedne)... W praktyce obliczeniowej: znalezé rozwigzanie ogolne
rownania (8) = znalezé wszystkie calki pierwsze uktadu (9).

Twierdzenie. Zal6zmy, ze D C R" bedzie obszarem, a funkcje f : D — R
beda klasy CM) nie bedace tozsamosciowo roéwne zeru. Dla dowolnego punktu
a € D istnieje takie jego otoczenie €2, ze w tym otoczeniu istnieje uktad (n — 1)
niezaleznych catek pierwszych uktadu (9): ui (), ... , up—1(z). Wowezas dowolne
rozwiazanie rownania (8) mozna przedstawi¢ w postaci

u(z) = Fui(z), ue(x), ... up—1(x)), (10)
gdzie F' jest pewna funkcja klasy C.

Na tym twierdzeniu bazuje metoda charakterystyk. Dla danego réwnania
tworzymy uktad réwnan charakterystyk, znajdujemy jego (n — 1) catek pierw-
szych niezaleznych (kazda z nich jest oczywiscie rozwiazaniem rownania). Roz-
wiazanie ogolne rownania jest postaci (10), z dowolnie wybrana funkcja F' klasy
CW w danym otoczeniu €.

Jedyny “ktopot” to fakt, ze istnienie uktadu (n — 1) catek pierwszych uktadu
bazuje na twierdzeniu o funkecji uwiktanej, a wiec jest niekonstruktywne. Uktad
ten zapisujemy w postaci symetrycznej i staramy si¢ znalezé catki pierwsze.

1) Uktad taki moze sktadaé sie rownarii rézniczkowych zwyczajnych i (o ile
potrafimy) rozwigzujemy je znajdujac calki pierwsze np.

ou ou ou dr dy dz

Tty +27=0=—= -
y&y 0z x Y z

6



dx dy

—:—1dy:
T Y

Mamy dwa réwnania n %. Rozwiazujemy je uzyskujac

L y

ui(z,y,2) = —, w(x,y,2) ==,

1(2, 9, 2) ) 2(,y,2) = ~

Sa niezalezne (prosze sprawdzic!!), czyli rozwiazanie ogblne réwnania jest po-
staci

u(:p,y,z) — F(iv 7)

z funkcjami F klasy C") w odpowiednim otoczeniu (uwaga na dziedziny catek
pierwszych!).

2) Uktad rownan charakterystyk moze by¢ w postaci, w ktorej nie sa to
odrebne réwnania réozniczkowe, ale sprowadza sie do réwnan zwyczajnych wyz-
szych rzedow. Bardzo prosty przyktad:

ou ou

— — =0.
y(‘?:c +x8y

Uktad rownan charakterystyk to o’ =y ,4/ = x, czyli ¢/ = 2/ i stad ¢/ = y.
Te réwnanie drugiego rzedu o statych wspotezynnikach ma rozwiazanie y(t) =
Ae! + Be™ czyli x(t) = ¢/(t) = Ae' — Be™'. rugujac parametr ¢ uzyskamy
C = y? — 2%, a wiec (jedyna poszukiwana) catka pierwsza to uy(z,y) = y? — 22,

a rozwigzanie ogolne jest postaci

u(z,y) = F(y° — 2?)

dla funkcji F klasy ¢,

3) W pozostatych przypadkach mozna dobieraé¢ tzw. wspotczynniki nie-
oznaczone (metoda opisana odrebnie), w celu dopisania do uktadu kolejnych
wyrazen, ktore moga umozliwié¢ zastosowanie powyzszych metod.

4) Niekiedy, gdy znana jest pewna liczba calek pierwszych (ale nie wszystkie
niezalezne), mozemy skorzystaé¢ z jej rozniczki zupetnej, wstawi¢ do uktadu i
uzyskac¢ ktoras z postaci 1) lub 2).

UWAGA: praktycznie kazdy przyktad mozna rozwigza¢ na kilka metod. Na-
wet w ramach przyjetej metody moze by¢ kilka drég prowadzacych do popraw-
nego rozwiazania, np. wiele uktadow wspotczynnikéw nieoznaczonych w tym sa-
mym zadaniu. Prosze nigdy nie sugerowaé si¢ rozwigzaniami podawanymi przez
autoréw (moimi tez), tylko szukaé¢ swoich metod. Bardzo podoba mi si¢ w tym
ujeciu skrypt Janus J., Myjak J., "Wprowadzenie do Réwnan Roézniczkowych
Czastkowych", ze wzgledu na przedstawianie rozwigzan kilkoma sposobami -
polecam!



