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0.1 Metoda Fouriera dla r6wnania Laplace’a na kole.

Rozwazmy réwnanie Laplace’a
Ugy + Ugyyy = 0, (x7 y) € Q7 <1>

z warunkiem brzegowym Dirichleta

u(z,y) = flzy),  (zy) € 0, (2)
gdzie @ = {(z,y) € R? : 2% +y* <r?}.

Poniewaz potrafimy rozwigzywac rownanie Laplace’a na prostokacie, to mamy
tu do czynienia z przypadkiem obszaru, ktory mozna przeksztalcié przez pewne
podstawienie na prostokat. Niestety, rownanie w nowych zmiennych z pewnos-
cia bedzie inne niz réwnanie Laplace’a (ale: eliptyczne). Sprawdzimy, czy da
sie zastosowaé¢ do niego metode Fouriera. Posta¢ obszaru €2 sugeruje mozliwosé
skorzystania ze wspotrzednych biegunowych

T =pcosa, Y= psina, 0<p<r 0<a<2m.

Uwaga: taka sama sytuacja bedzie (to moze nawet bardziej naturalne), gdy
spojrzymy na problem jako okreslony na w funkcjach zespolonych dla z = xz+1y,
Q = {z : |z] < r} i bedziemy szukali rozwigzania jako czesci rzeczywistej
takiego problemu zespolonego. Przypomne, ze funkcja harmoniczna moze by¢
znaleziona jako czesé rzeczywista pewnej funkeji holomorficznej. Wtedy mamy
funkcje holomorficzna (analityczng) na kole, a wiec dana poprzez (zespolony)
szereg potegowy

u(p, ) = Re( > cp2") = Z—:O p" - (a, cosna — by, sinna),

gdzie proponowane “podstawienie” oznacza p = |z|, « = Arg z jest argumentem
gtownym liczby z.
Przyjmujac v(p, ) = u(pcosa, psina) i korzystajac z zaleznosci: p =
Vr? +y?, a = arctg y, mozna obliczy¢ wszystkie pochodne w nowych zmien-
x

nych, w szczegdlnosci (po dtuzszych obliczeniach...):
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Podstawiajac ostatnie zwiazki do réwnania (1) otrzymamy réwnanie La-
place’a we wspotrzednych biegunowych

1 1
Vpp + —Up + —Vaa = 0. (3)
p " p

Warunek (2) przyjmie postac
v(r,a) = g(a), a € [0,2m),

gdzie g(a) = f(rcos(a),rsin(a)).
Brakuje nam warunkow brzegowych? Poniewaz funkcje sa 2m-okresowe ze
wzgledu na «a, to mamy dodatkowo

v(p,0) = v(p, 2m)

oraz oczywiscie v(0, a) = 0. Zestaw warunkoéw do réwnania (3) na brzegu pro-
stokata bedzie postaci

p=0=0v0,a)=0 , o p=r= v(ra) =ga)
a=0,a=21 = v(p,0)=uv(p,2m). (4)
Szukamy rozwiazania o zmiennych rozdzielonych
v(p; @) = ¢(p) - P(a).

Po podstawieniu ostatniego wzoru do réownania (3 i rozdzieleniu zmiennych

otrzymamy ; , ;
29" (p) +p¢(p) _ Y(e)

o) e T i) 5)

Jak juz wielokrotnie moglismy zauwazy¢, réwnosé ta moze zachodzi¢ tylko

wowczas gdy obie strony sa rowne pewnej statej, powiedzmy A. Otrzymujemy
zatem rownania rézniczkowe:

P(a) + Ap(a) =0 (6)

oraz
p*¢"(p) + ¢ (p) — A(p) = 0. (7)
Pierwsze z nich juz napotkalismy i mozemy sprawdzi¢, ze dla A > 0 nie mamy
regularnego zagadnienia Sturma-Liouville’a.
Dla przypadku A < 0 rozwiazanie rownania (6) ma postac

() = A1e™V 4+ Bie'V A = Acos(vV—Aa) + Bsin(v—Aa).  (8)

Poniewaz 1 jest funkcja okresows o okresie 27, to v/ —A\ musi by¢ liczba natu-
ralng, czyli —\ = n?, n € N. Zatem 9(a) = A cos(na) + Bsin(na).
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Teraz drugie z rownan. Tu bedzie pewien problem z rozwigzaniem ogdlnym.
Na szczescie istotne sg dla nas tylko rozwigzania radialne, tj. state w punktach
na okregu o ustalonym promieniu. Szukamy wiec rozwigzan rownania (7) tylko

W postaci
¢ =p* gdzie k €N,

i po dwukrotnym rézniczkowaniu oraz podstawieniu do (7) otrzymamy (k(k —
)+k— 712),0’C = 0 (pytanie do czytelnikow: jakie to jest rownanie? Byto juz o
tym w jednym z poprzednich materiatdw).

Stad k=n lub k= —n. Rozwigzanie rownania (7) ma zatem postac

¢(p) = Cp" + Dp™".

Poniewaz dla p = 0 wyraz p~" nie jest okreslony i ponadto lim, g+ p™" =
oo, aby uniknaé¢ osobliwosci w poczatku uktadu nalezy przyja¢c D = 0. W
konsekwencji dla dowolnego n € N funkcja

Un(p, @) = () - dn(p) = p"' (A, cos(na) + By sin(na))

jest rozwigzaniem klasy C? rownania (3) (nowe stale A, i B, uwzgledniaja juz
iloczyn A-C', B - C, wstawiamy tez warto$ci wlasne A, do funkcji.

Takie rozwigzanie nie spelnia, na ogol, warunku (5). Jak zawsze w metodzie
Fouriera rozwazmy wiec funkcje bedace szeregiem Fouriera wzgledem uktadu
funkeji wtasnych wyznaczonych z poprzedniego rownania (tu: klasyczny trygo-
nometryczny szereg Fouriera)

v(p, ) = ;AO + Zl p"(Ay cos(na) + By sin(na)).

I znowu zakladamy, ze ostatni szereg oraz szereg pochodnych pierwszego i dru-
giego rzedu jest jednostajnie zbiezny. Wtedy tak okreslona funkcja v jest roz-
wiazaniem roéwnania (3). Warunek (5) przyjmuje postac

;Ao + ioj r"(A, cos(na) + B, sin(na)) = g(a).
n=1

Jesli funkcja g jest rozwijalna w szereg Fouriera, to ostatnia rownosé jest spet-
niona dla wspotczynnikoéw obliczonych wzorami Eulera-Fouriera:

1 27
A, = — g(0) cos(nh) do,
1 21
B,=— [ ¢(0)sin(nd)dd, n=0,1,2,...
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Zatem

1 2T
v(p,a) = 27T/0 g(0)do
1 & P\ o ' '
+ - n§=:1 <7“> /0 (Cos(na) cos(nf) + sin(na) sm(n@))Q(Q) do
1 27 o) P
= 5 b (1 + 2712_:1 (;) cos(n (6 — Oz)))g(e) do.
' ed 4 e~
Korzystajac ze wzoru cos(f3) = Yy otrzymamy

1 + 221 (':)n cos(n(f —a)) =1+ gl <i>nem(9—a) + ni:%l (i)"e—mw—a)

Bei(a—a) Be—i(O—a) R
e 1 —f— r + r — IO .
1 — Poito-0) 1 _Po-it0-a) 12— 2prcos(fd — a) + p>
T T

Uwzgledniajac ostatnia rownosé rozwiazanie v mozemy zapisa¢ w postaci
catkowej Poissona (wzor catkowy Poissona dla funkcji harmonicznej w kole):

1 - 2 2
o(p.a) = /2 (r* —p°)g(6) "
21 /0 12 — 2prcos(0 — a) + p?

Dla p = 0 oraz a = 0 ostatni wzor daje zaleznosé

1 27
v(0,0) = — [ g(0)do.
27 J0
Uzyskana rownos¢ mowi, ze wartos¢ srednia rozwigzania po brzegu kuli o srodku

w punkcie (0,0) jest rowna wartodci rozwiazania w tym punkcie.

Pamietajmy tez o warunkach zbieznosci szeregéw Fouriera, rodzajach zbiez-
nosci i twierdzeniu o rézniczkowalnosci szeregdéw funkcyjnych... Warto dodac,
ze rozwiazanie jest stabilne (por. poprawnos¢ postawienia problemu) - z zasady
maksimum dla funkcji harmonicznych.

Uwaga: ten przyktad pokazuje bardziej ogblna regule.

Jezeli dany obszar {2 da sie sprowadzi¢ przez podstawienie do prostokata, a same
rownanie w tych nowych zmiennych wraz z (nowymi) warunkami brzegowymi
da sie rozwiaza¢ metoda Fouriera, to postepujac jak w powyzszej sytuacji znaj-
dziemy szereg Fouriera dla rozwigzania. Poszerzamy wiec kategorie zagadnien z
rownaniami eliptycznymi, ktore da sie rozwiaza¢ metoda Fouriera rozdzielania
zmiennych. Niestety - nadal daleko nie wszystkie obszary pozwalaja na takie
podstawienia i czesto trzeba siega¢ po nowe metody, w tym przyblizone (np.
metoda siatek w oparciu o schematy réznicowe czy metoda szeregdéw potego-
wych).



