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0.1 Uwagi o zagadnieniu Dirichleta na pierscieniu.

Rozwazmy réwnanie Laplace’a

Pu 0%

@—}_@:07 (z,y) € Q, (1)

z warunkiem brzegowym Dirichleta na pierscieniu kotowym

u(z,y) = falz,y) dlaa®+y* =d’ (2)
w(z,y) = folz,y) dlaz® +y° =0 (3)

gdzie Q = {(z,y) € R?: a® < 2%+ y? < b*}.

Tak jak w przypadku prostokata - uwagi przedstawimy dla pierscienia
wyznaczonego przez okregi o srodku w (0,0), w innym przypadku ($rodek
dowolny (x,y0)) wystarczy dokonaé przesuniecia & = x — xy , 7 = y — Yo,
roOwnanie nie ulegnie zmianie i otrzymamy nasz przypadek.

Jak juz ustaliliSmy, potrafimy rozwiazywa¢ rownanie Laplace’a na pro-
stokacie, to tez mamy tu do czynienia z przypadkiem obszaru, ktéry mozna
przeksztatci¢ przez pewne podstawienie na prostokat. Rrownanie w nowych
zmiennych z pewnoscia bedzie inne niz rownanie Laplace’a (ale nadal elip-
tyczne). Postaé obszaru §2 sugeruje mozliwosé skorzystania ze wspotrzednych
biegunowych

r=pcosa, Y= psina, a<p<b 0<a<?2m,

a to oznacza, ze rownanie uzyskane przy badaniu zagadnienia Dirichleta dla
kota nie zmieni sie. Zmianie ulegng jedynie warunki brzegowe. Skorzystamy
7 wezesniejszego wyprowadzenia roéwnania w nowych zmiennych:
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Mamy w nowych zmiennych “prostokat: P = {(p,a) : 0 < a < 27 , a <
p < b}. Warunek (2) przyjmie postac

v(a,a) = go(a), a € [0,2m),



v(b, ) = gp(), a € [0,2m),

gdzie g,(a) = fa(acos(a),asin(a)), gy(a) = fi(bcos(a), bsin(a)). Warunki
na 2 brzegach prostokata sa dane. Na pozostatych dwoch nadal mamy zagad-
nienie okresowe: funkcje sg 2m-okresowe ze wzgledu na «, to mamy dodatkowo

U(p, O> - U(/Oa 27T>'

Zestaw warunkow brzegowych do réwnania (4) na brzegu prostokata be-
dzie postaci

p=a= v(a,a)=gia) , p=b= v(ba)=gla)
a=0,a=21 = v(p,0) =0v(p,2n). (5)

Szukamy rozwigzania o zmiennych rozdzielonych - ale to juz wiemy jak...

v(p, a) = ¢(p) - Y(a)...

Zauwazmy, ze mozemy probowac rozwiazywac taka metoda zagadnienie na
obszarach, ktore mozna transformowac¢ na prostokat w nowych zmiennych,
ale pamietajmy o 2 trudnosciach do rozstrzygania w kazdym przypadku: réw-
nanie w nowych zmiennych musi pozwala¢ na rozdzielanie zmiennych oraz
warunki brzegowe (rowniez w nowych zmiennych) musza pozwoli¢ na roz-
wigzanie zagadnienia wtasnego - ale to jednak metoda do przemyslenia w
pewnych zagadnieniach.



