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0.1 Metoda Fouriera dla r6wnania Laplace’a na prostokacie.

Rozwazmy prosty przyktad rownania eliptycznego - rownanie Laplace’a
Uy + Uyy = 0, (x,y) € Q, (1)

z warunkiem brzegowym Dirichleta, gdy obszar €2 jest prostokatem. Cata pro-
cedure pokazemy w przypadku prostokata o 2 bokach zawartych w prostych
r=01y=0:

Q={(r,y): 0<x<a 0<y<b}
(niektore zrodta w ogole preferuja: a = b = 1).

Dlaczego? Znacznie skrocg sie pewne rachunki i postac korcowa rozwigza-
nia. A czy nie stracimy na ogdlnosci? Nie: majgc inny prostokgt zawsze mozna
wprowadzié nowe zmienne tak, aby srodek uktadu byt w jednym z wierzchot-
kow prostokata (translacje i obroty nie zmieniajg réwnania Laplace’a! - prosze
samodzielnie sprawdzic...).

u0,y) = q1(y), (2)
u(a,y) = g2(v),
u(r,0) = fi(w),
u(r,b) = fo(z).

Teraz rozpoczniemy od kolejnego uproszczenia zagadnienia, a w zasadzie 10z-
ktadu na prostsze i tatwiejsze do omowienia. Tak jak postepowalismy wczesnieg
rozpatrzmy rozwigzanie zagadnienia jako sumy u = ujp + Us...

u(0,y) = gi(y) (3)
u(a,y) = g2(y)

u(z,0) = 0

u(z,b) = 0.

Przez w; oznaczmy rozwiazanie rownania Laplace’a (1) z warunkami brzego-
wymi (3). Teraz drugie zagadnienie

u(0,y) =

u(a,y) =

u(z,0) = fi(z)

u(x,b) = fa(x). (4)



Rozwiazanie tego zagadnienia (tj. rownania Laplace’a (1) z warunkami brze-
gowymi (4) przez us.

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze u = uy + uo speilnia réwnanie
Laplace’a

Upy + Uy = (U1 + Un)zw + (W1 + u2)yy
= ((U1)ze + (u1)yy) + ((u2)ze + (u2)yy) =0+ 0= 0.

Ta funkcja spetnia tez warunki brzegowe (2):

u(0,y) = u1(0,y) +u2(0,y) = 91(y) +0 = g1(y),
0,9) = ga(y) + 0 = g2(y),

(
) + ua(
) +ug(2,0) = 0+ f1( ) 1(96)
) + ua(

(

(a,y) = ui(a,y
(,0) = wuy(z,0
( (z,b

x,b) = wu(x,
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Rzeczywiscie, po obliczeniu u 1 uy funkcja u bedzie szukanym rozwiazaniem.

Do obliczenia uy i us wykorzystamy metode Fouriera rozdzielania zmien-
nych. Rozpocznijmy od wu;. Szukamy rozwigzania w postaci iloczynu funkcji
jednej zmiennej i zobaczymy, czy mozna rozdzieli¢ zmienne: u; = X (z) - Y (y).
Wstawiamy do rownania:

X'(@) Y(y)+ X(x) - Y"(y) =0
czyli
X// Y//
X v
Poniewaz kazda ze stron réwnania zawiera funkcje innej zmiennej, to obie strony

musza by¢ state. Oznaczmy ja przez A. Uzyskamy dwa réwnania zwyczajne 11
rzedu o stalych wspotezynnikach:

X" AX =0 (5)

oraz
Y+ AY = 0. (6)

Z warunkow brzegowych (3) wynika, ze

u(0,y) = X(0)-Y(y) = aqi(y)
u(a,y) = X(a) Y(y) = g(v)
u(z,0) = X(z)-Y(0)=0
u(z,b) = X(z)-Y()=0

Interesuje nas druga para warunkow (pierwsze moga nie by¢ spetnione!). Aby
zachodzito X (z) - Y (0) = 0 musi by¢ Y (0) = 0 (gdyby X(z) =0tou; =0
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i mamy sprzeczno$¢ z warunkami brzegowymi). Podobnie Y (b) = 0. Z pary
rownan (5) - (6) zagadnienie brzegowe tworzy wiec te drugie. Uzyskamy

Y'+AY =0 , Y(0)=0, Y(b)=0.

To z tego zagadnienia wiec skorzystamy do znalezienia jego wartosci wlasnych
i funkcji wtasnych.

Wielomian charakterystyczny réwnania to Fi(c) = ¢® + ), jego pierwiastki
to v/—\ oraz —v/—\, a wiec rozwiazanie ogblne to

Y(y) = A; - eV N 4 By eV,

Dla jakich A jest to zagadnienie Sturma-Liouville’a, czyli posiada ciag wartosci
wtasnych? Z warunkow brzegowych:

OIY(O):Al—f—Bl , O:Y(b):Al'emb—}—Bl-e_\/j)‘b'

Stad By = —A; oraz z drugiego rownania

Ay (e¥V — eV =,

Ale Ay # 0 (bo wowezas bytoby By = 0, czyli Y(y) = 0 i ponownie u; = 0 -
sprzecznosc). Ostatecznie

VR _ VR g Ly G2V g

(&

Dla A < 0 ostatnia rownosé zachodzi tylko w jednym przypadku (A = 0), a wiec
ciag wartosci wtasnych bedzie mogt istnie¢ jedynie dla A > 0. Wtedy mamy

62i\f)\b —1

Y

a wiec 2¢/\b = nr dla n catkowitych. Mamy ciag wartosci wlasnych

nm?

4b?
dla n € N. Odpowiada im ciagg funkcji wtasnych

A, = >0

Yo(y) = A, - eV 4 B, e VMY = A, 5V 4 B, e Y,

Taka posta¢ funkcji wymaga rozwijania funkcji w zespolone szeregi Fouriera
(kto jest z tym zapoznany, moze opusci¢ ciag dalszy). Zazwyczaj rekomenduje
sie jednak zmiang postaci za pomoca wzoréw Eulera et = cost + isint i
wowczas funkcje wlasne przyjma postaé

nm nw
Y. (y) = A, - cos %y + B,, - sin %y
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(oczywiscie state nadal sa dowolne, cho¢ formalnie inne niz w powyzszym wzo-
rze). Warto w tym przypadku od nowa przyjrze¢ sie warunkom brzegowym w
tym zagadnieniu dla funkcji wyrazonych w postaci trygonometryczne;j:

nm . nr
O—Yn(O)—An-COS%O—i—Bn-sm%O—An = A,=0.

Ostatecznie funkcje wtasne to
nm
Y, (y) = B,, - sin —1
() 5 Y
czyli bedziemy rozwijali funkcje w trygonometryczny szereg Fouriera samych
SINUSOW.

Teraz drugie z rownarn, czyli (6). Tu mozemy znalezé uktad fundamentalny
rozwigzaini. Wielomian charakterystyczny to F(¢) = ¢ — X o pierwiastkach VA
i =V, a wiec rozwiazanie ogolne to

X(z) = C-eVM 4 DV,
Wstawiajac warto$ci wlasne z poprzedniego zagadnienia uzyskamy ciagg funkcji
X”<£U> :Cn : eml‘ + Dn : e_mx = Cn . e%m + D” . 6*%:17'

Tu takze nadal mozemy pozostawié powyzszq postac lub skorzystac ze wzorow
na funkcje hiperboliczne i przejsé (czeste w zastosowaniach technicznych) do
postact

Xn(x) = C. - cosh ?;Zx + D,, - sinh ZZx

Teraz rozpatrzmy funkcje (przyjmiemy postaé¢ trygonometryczng dla Y, i wy-
ktadniczg dla X,)

Un(x7 y) - Xn(x) : Yn(y) = (Can cen” + D, B, - e_%x) - sin gzy

Kazda z tych funkcji jest wiec rozwigzaniem rownania Laplace’a oraz warunkow
brzegowych u(x,0) = 0 ,u(x,b) = 0. Na ogdl nie sa za to spelnione warunki
uw(0,y) = q1(y) , ula,y) = go(y). Jak juz wiemy bedziemy teraz rozwijac
funkcje g1 i go W szeregi Fouriera wzgledem uktadu funkcji whasnych X, (czyli
w szereg trygonometryczny samych sinusow) - oczywiscie bedziemy zaktadac, ze
te funkcje maja takie szeregi Fouriera zbiezne jednostajnie wraz z pochodnymi

do drugiego rzedu wtacznie... Mamy

0 . onm
g(y) = nz:l k,, - sin 2—by

oraz -
.o nm

g2(y) = >_ 1, - sin —y,
n—1 20



gdzie ciagi wspotezynnikow (k) oraz (I,,) wyznaczamy ze wzoroéw Eulera-Fouriera
(przypomnie¢ - samodzielnie).
Warunki brzegowe z tymi funkcjami beda mogty spetniaé¢ funkcje

w(@,y) = 3 va(z,y) = X (CuBy-e3" + DyB, - e 37) - smgz
n=1 n=1

dla odpowiednio dobranych wspotezynnikow C, B, oraz D,B, (n € N). jak
juz wiemy, nalezy poréwnac szeregi Fouriera funkcji uw i funkcji g; oraz go.
Doktadniej:

gi1(y) =u(0,y) = (Can e’ + D,B, e 320) singbr
n=1
— Y (CuBy+ DyuB,) -sin vy
n=1 2b
i stad
an sm% = X_:(C’ B, + D,B,) - smgzy.

Czyli otrzymujemy:
k, = C,B, + D, B,.
Drugi z warunkoéw brzegowych daje
92(y) =ula,y) = X (Can e+ DB, e 2 ) sin XA
n=1

Ponownie poréwnujac wspotczynniki szeregéw Fouriera uzyskamy:
l, = CyB, - e%"+ D,B, -e %"
Mamy do rozwigzania uktad réwnan (widac, dlaczego niekiedy autorzy rozpa-
truja a = b = 1!):
k, = C,B,+ D,B,

nma __nma

[, = C,B,-e» +D,B, -¢e 2.

To uktad rownan liniowych, tatwo go rozwiazujemy wzgledem iloczynow

nmTa

D B l :mzkn : 6n72:z = dn

e 2 — e 2

oraz
C.B,=k,— D,B, =
i wstawiamy je do rozwiazania u obliczajac funkcje uy (postaé “wyktadnicza”,
stqd takie, a nie inne wspotczynniki):
o0 nim nim nﬂ-

ul(x,y):gl(cn-e% +d, e 217) st—b



Teraz czas na obliczenia funkcji us. Korzystamy z poprzednich obliczen,

mamy te same réwnania
X" AX =0

oraz
Y" +\Y =0,

szukamy rozwiazan postaci u(x,y) = X(z) - Y(y), ale tym razem z warunkow
brzegowych wynika, ze

u(0,y) = X(0)-Y(y) =0
u(a,y) = X(a)-Y(y)=0
u(z,0) = X(z) Y(0) = fi(z)
u(z,b) = X(z)-Y(b) = fo(z)

Teraz jednak sytuacja jest inna! Rozumujac jak poprzednio (przepraszam za
skrot!) mamy X (0) = 0 oraz X(a) = 0, czyli zagadnieniem badanym w celu
wyznaczenia wartosci i funkeji wtasnych bedzie pierwsze z rownan z warunkami
brzegowymi:

X"-AX=0 , X(0)=0, X(a) =0.

Wielomian charakterystyczny rownania jest inny niz w poprzednim przypadku:
F(c) = ¢ — )\, jego pierwiastki to v/A oraz —v/A, a wiec rozwigzanie ogolne to

X(z)=A; - eV 4 By e VM

Dla jakich A jest to zagadnienie Sturma-Liouville’a, czyli posiada ciag wartosci
wtasnych? 7 warunkéw brzegowych:

0=X0)=A4+B, , 0=X(a)=A;-¢V M+ B .e V7
Stad By = —A; oraz z drugiego rownania
A - (e‘aa — e*ﬁa) = 0.
Ale A; # 0 (bo wowcezas bytoby By = 0, czyli X(x) = 0 i ponownie u; = 0 -
sprzecznosé). Ostatecznie

Va —VA

e —e VY =0 = e2mb:1.

Tym razem dla A > 0 ostatnia rowno$é¢ zachodzi tylko w jednym przypadku
(A =0), a wiec ciag wartosci whasnych bedzie mogt istnie¢ jedynie dla A < 0.
zauwazmy, ze to wyklucza znajomosé “z gory” znaku tak obliczanej statej - w



tym samym rownaniu uprzednio byta stata dodatnia, w tym zastawie warunkow
brzegowych - ujemna. Dlatego polecam kazdorazowo to sprawdzaé. Mamy wiec

e?i\/ —Aa — 1’

a wiec 2/ —Aa = nm dla n catkowitych. Uzyskamy ciagg wartosci wtasnych

n’n?

 4a?

dla n € N. Odpowiada im ciag funkcji wtasnych

Ap = <0

Xn(l') = An . ei” —An + B~n . e_imx — 14~n . ei%x + B~n . e_i%x.
I znowu okazuje sie by¢ przydatna postaé trygonometryczna, a funkcje wlasne
przyjma wowczas postac
nwx nmwx

Xn(z) = A, - cos o + B,, - sin PR

takze w tym przypadku warto w tym przypadku od nowa przyjrze¢ sie warun-
kom brzegowym w tym zagadnieniu dla funkcji wyrazonych w postaci trygono-
metryczne;j:

0= X,(0)= A, cos—0+ B, -sin—0=A4, = A, =0.
2a 2a

Ostatecznie funkcje wtasne to
. nw
Xn(x) = By, - sin 5,7

czyli ponownie bedziemy rozwijali funkcje w trygonometryczny szereg Fouriera
samych sinusow!

Teraz drugie z rownan, czyli (5). I tym razem w tym réwnaniu nie mamy
warunkoéw brzegowych, czyli mozemy znalezé tylko uktad fundamentalny roz-
wigzan. Wielomian charakterystyczny to F(c) = ¢ + X o pierwiastkach v/—\ i
—+/— A\, a wiec rozwigzanie ogdlne to

Y(y)=C-eV" M4 D.e VM

Wstawiajac wartosci wtasne z poprzedniego zagadnienia uzyskamy ciag funkcji

Y. (y) =C,, - VMY 4 D, e VMY = e + D,y e e
Tu takze nadal mozemy pozostawic powyzszq postac lub skorzystac ze wzorow
na funkcje hiperboliczne.
Teraz rozpatrzmy funkcje (przyjmiemy postaé¢ trygonometryczna dla X, i
zachowamy wyktadnicza dla Y;,)

al(@,y) = Xu(2) - Yu(y) = (CuBn - € + DyB, - e 2 ) sin ngm
a



Teraz kazda z funkcji jest rozwigzaniem réwnania Laplace’a oraz warunkow
brzegowych u(0,y) = 0 ,u(a,y) = 0. Na ogdl nie sa za to spetnione warunki
u(z,0) = fi(x) , u(z,b) = fo(x) . Zaktada¢ wiec bedziemy, ze funkcje fi i fo
sa rozwijalne w szeregi Fouriera wzgledem ukltadu funkeji wlasnych Y, (czyli
ponownie w szereg trygonometryczny samych sinusow) i zaktadac¢ bedziemy, ze
te funkcje maja takie szeregi Fouriera zbiezne jednostajnie wraz z pochodnymi
do drugiego rzedu wtacznie... Uzyskamy:

o0 . nmx
xr) = -Sln ——
o) = Spesin,
oraz .
falz) = 3 gy - sin
n—1 2a

gdzie ciagl wspotezynnikow (p,) oraz (g,) wyznaczamy ze wzordéw Eulera-
Fouriera. Warunki brzegowe z tymi funkcjami beda mogty spetnia¢ funkcje

u(wy) = 3 0aw,9) = 3 (CuBu e 4 DB, e H) sin 0
n=1 n=1 a

dalsza procedura jest taka sama jak w poprzednim przypadku: wstawiamy taka
funkcje u do warunkéw brzegowych, rozwiazujemy uktad réwnan obliczajac
cn = CyByid, = D,B, w zaleznosci of p, i g, (jak poprzednio) i wstawiamy
do wzoru uzyskujac funkcje us:

0 nmwy _ nrwx . 7”L7Ty
up(z,y) = > (cp-e> +dy-e 2 )-sin M
n=1 a

Prosze zauwazyé, ze jesli nie opuszczamy zbyt wielu obliczen, to zadanie takie
jest dtugie. Dlatego czesto autorzy podajq zadnia cwiczebne z jednq tylko nieze-
rowq funkcjg w warunkach brzegowych, co istotnie skraca rachunki, a sprawdza
znajomosc catej metody.

0.2 Uwagi o stosowaniu metody do réwnan rzedu wyzszego.

Jak juz podkreslatem, ile razy spetnione beda zatozenia stosowalno$ci metody;,
mozna probowac ja uzy¢ do rozwigzywania zagadnien dla innych réwnan. Tu
tylko krotki przyktad.

Rozwazmy zagadnienie belki drgajacej, ktore jest opisane rownaniem rzedu
czwartego

i 9"
IU L 2% 0<a<l, t>0 (7)

ot? Ox*
o zadanych warunkach poczatkowych: u(z,0) = o(z), wui(z,0) = (z),
0 < x < [, oraz warunkach brzegowych: u(0,t) = 0, wu(l,t) = 0, u,,(0,t) =

0, uz(l,t) =0 t=>0.



Szukamy rozwiazania w postaci u(x,y) = T(t) X (z).
Po podstawieniu do rownania i rozdzieleniu zmiennych otrzymamy réwnosé

XW(z) T"(t)

X(z)  a®T(t)

co daje nam dwa réwnania zwyczajne
(1 juz wiemy, po co w zadaniach badalismy wartosci wtasne réwnarn zwyczajnych
czwartego rzedu...)

XW(z)=AX(z) =0 , T"+d®\T =0.

[ badamy dalej...



