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0.1 Metody dyskretne.

O metodach numerycznych dla réwnan czastkowych Ogolnie rzecz biorac, me-
tody numeryczne dla réwnania Poissona i innych réwnan czastkowych mozna
podzieli¢ na nastepujace typu:

1. Metoda réznic skorniczonych (siatek). W réwnaniu zastepujemy po-
chodne w operatorze rézniczkowym przez wzory przyblizone, np.
0*u Wil Tt Uil — U
ox? h? '
Otrzymujemy uktad rownan liniowych wzgledem u;, ktory rozwiazujemy.
Jest to uktad nazywany “rzadkim”, bo zdecydowana przy duzej liczbie row-

nan, wickszos¢é wspotczynnikow bedzie zerami. Metoda najczesciej stoso-
wana na siatce regularnej (prostokatnej). Wada jest regularnosé siatki oraz
wolna zbieznos¢. Obliczeniowo: koniecznosé stosowania algebry liniowej na
macierzach rzadkich.

2. Metoda elementéw skoniczonych. Stosujemy tzw. staba postaé¢ rowna-
nia i rozwigzujemy ja dla funkcji probnych ze zwartymi nosnikami. Metoda
nadaje sie do sformutowania na siatkach nieregularnych i na takich jest
najbardziej wartosciowa.. Wolna zbieznos¢ metody.

Doskonaly przeglad metod rownan rézniczkowych czastkowych (poza
kursem, dla zainteresowanych!!) i stan badan w XX i XXI wieku:

“Rownania rozniczkowe czastkowe na przelomie XX i XXI wieku”,
P. Biler

https://wydawnictwa.ptm.org.pl/index.php /wiadomosci-matematyczne/article /view /4943

0.2 Schematy réznicowe.

Kto ma orientacje w temacie - niech opusci ten podrozdziat...

Punktem wyjscia jest definicja pochodnej i jej dyskretyzacja:

du _ou(m+hy) —u(z,y)
%(5’37 y) = }L{% h :
Stad przyblizenie:
Ou u(@ + h,y) — u(z,y)
%(x,y) = h :



Bedziemy ustala¢ krok metody h (dla utatwienia przyjmiemy tu przyrost h po
kazdej zmiennej taki sam, cho¢ niekiedy nie jest to stosowane - jesli to korzystne)
i operowaé jedynie na punktach siatki, czyli startujac z punktu (z, y) obliczenia
beda jedynie na punktach:
uo = u(z,y),wy = u(x+hy+h),us = u@+ h,y+2h),us = ulx+
h,y + 3h),...,us1 = u(x + 2h,y + h),us1 = u(r + 3h,y + h),...,u_11 =
u(x — h,y + h), ... itd.

——> prosze zrobi¢ rysunek!!

Skoro przyrosty maja by¢ tylko w wartosciach siatki, to przyjmiemy

ou Ui,0 — Up,0

(uz)o,0 := %(3579) = T
albo krotko
(Ux)o,o -h ~ Ui,o — Uo,0-

Tak naprawde przyjeliSmy powyzej, ze h > 0, czyli jest to pochodna prawo-
stronna. Dla lewostronnej uzyskalibysmy inna dyskretyzacje

(uz)o0 - h = u_19—ugp.

Te wzory stosuje sie na ogét jedynie przy brzegu obszaru, gdy jeden z we-
ztow lezy na tym brzegu, a wiec znamy te wartos¢ z warunku brzegowego! Na
ogot warto symetryzowaé wzor (poniewaz jesli istnieje pochodna czastkowa, to
da sie ja wyznaczy¢ jako srednia arytmetyczng pochodnych jednostronnych).
Optymalny (?) wzor to:

(ux)()7() - h o~ 1/2’&67170 — Up,0 + 1/211,170.

Teraz identycznie postepujemy z wszystkimi kolejnymi pochodnymi! Zauwazmy;,
ze mozna to krotko zapisa¢ w postaci wektora lub macierzy: (1/2,—1,1/2). Dla

pochodnej aigy i innych pochodnych mieszanych bedzie to macierz.

Algorytm:: w danym réwnaniu rézniczkowym czastkowym:
1. ustalamy krok £ i punkty siatki,

2. zastepujemy wszystkie pochodne (lub czasami caly operator rozniczkowy
jako catosé) przez ich dyskretyzacje oparte na punktach siatki,

3. w punktach brzegowych siatki, w ktorych warunki brzegowe zadaja nam
pewne znane wartosci zast¢gpujemy w schematach wartosci u; j, przez dane
z warunku brzegowego,

4. powstaje (algebraiczny) uktad rownan (liniowych - o ile rownanie roznicz-
kowe czastkowe byto liniowe) - jest tyle rownan, ile weztow siatki wewnagtrz
obszaru i tyle samo niewiadomych,

2



5. rozwigzujemy uktad réwnan,

6. jego rozwigzanie daje nam (przyblizone) rozwiazanie rownania w punktach
siatki.

Nadal jest sporo problemow, ale nie bedziemy tu wszystkiego omawiacé: np.
co jesli obszar jest nieregularny i (prawie) zaden z punktow siatki nie lezy na
brzegu? Jak aproksymowac te wartosci? Czy siatka musi by¢ prostokatna? Czy
operatory dyskretne maja takie same wtasnosci jak ciagte (np. czy dyskretny
operator Laplace’a spelnia zasade maksimum)?

Cwiczenie. Prosze samodzielnie znaleié klika takich wzoréw dla wybranych
przez siebie pochodnych czqstkowych (polecam rysunki).

Klasyczna macierz dyskretna operatora Laplace’a jest postaci (por. [Ombach]):

0 1 0]
M=1|1 -4 1/,
0 1 OJ

.

U i1+ Wk ip1 + Up—15 + U1 — dup;
P2 |
U

(Ahu)k,i ~

Zalézmy, ze Q) jest otwartym, ograniczonym i wypuklym podzbiorem R2.
Ustalmy h > 0 (szerokosé siatki) rozwazmy punkty postaci:

(Toill) & R h), MR ED

zwane wezlami siatki. Dla ustalonego wezta (2, yn) méwimy, ze wezly (m—1, yn),
(ZTmy Yn-1), (Tms1,Un)s (Tm, Yns1) s jego sasiednimi. Oznaczmy

ﬁh = {(.:Em: yﬂ) : (mm.-. yﬂ) = D-}
Qn = {{zm, ya) € Q : wszystkie jego wezly sasiednie leza w ﬁ}
&hﬂ — vﬁh \ E—Zh

Dla funkcji w : 2, — R definiujemy laplasjan dyskretny

Ap(W)(Zm, Yn)
w{:ﬁm—i-l-yuj o L'b’(«“fm-l: yn) & U-"(‘T'm: yn—l) + W(wm} yn+l) o ‘4W($ms yn)
h? '




Na rysunku zaznaczono schemat postepowania dla rownania (tam: parabo-
licznego) na potptaszezyznie:
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Dyskretny operator Laplace’a

Zastosujemy omowione metody dyskretyzacji pochodnych i otrzymane sche-

maty w bardzo waznym przypadku: operatora Laplace’a. Uzyjemy takie sche-
maty (metoda roznic skoriczonych).
Model jednowymiarowy:

2 1 0 0 0
1 -2 1 0 0

32
af(f)-h2: 0 1 -2 1 0
o 0 0 1 -2 1
0 0 0 1 -1

Wynika to wprost z konstrukeji pochodnych czastkowych:

flain) =20 @) + fai) | PF@)
52 T 022




Mamy
_ 6

V' f(a) = 5 LE,

gdzie
—20 1.0 00 0.0
1.0 =20 1.0 0.0
0.0 1.0 —20 1.0
0.0 0.0 1.0 —-20

a f jest wektorem wartosci funkeji w punktach siatki. Bedziemy oznacza¢ uy =
f(xr).

Model dwuwymiarowy (n = 2), dyskretne réwnanie Laplace’a na regu-
larnej siatce z jednorodnym warunkiem Dirichleta.

L =

Dwuwymiarowy operator Laplace’a mozna zapisa¢ uzywajac sumy Kronecker’a:
L = Dxx @ Dyy = Dyx @ Id + 1Id Q Dy,

gdzie Dxx 1 Dyy sa jednowymiarowymi dyskretnymi Laplasjanami w kierunku
x 1y - kierunkach, odpowiednio a Id jest macierza jednostkowa o odpowiednim
rozmiarze.

Jego reprezentacja macierzowa jest postaci (uwaga: to JEDNA z mozliwych
reprezentacji):

-4 1 0 1 0 0 0 0 0
1 -4 1 0 1 0 0 0 O
0 1 —4 6 1 0 0 O
1 0 0-4 1T 0 1 0 O
o 1 0 1 -4 1 0 1 O
o o0 1 0 1 -4 0 0 1
o 0 0 1 0 0-4 1 O
o 06 0 o0 1 0 1 -4 1
c 0 o0 o0 o0 1 0 1 —4

Mozna zauwazyc¢, ze obliczajac wartos¢ Laplasjanu w punktach “po lewej”
natrafiamy na problem, mianowicie brakuje nam wartosci w punkcie "po lewe-
jod punktu x(. Poniewaz nie mamy tej wartosci bo wychodzi ona poza obszar
- musimy Ja zadac¢ - bedzie to nasz warunek brzegowy.

W takim schemacie przyjmujemy u_; = a. Bedziemy wiec mieli pierwsze i

ostatnie rownanie:
a — 2up + uq

o
Podobny problem pojawia sie na drugim koricu, gdzie ktadziemy uy = b i
otrzymujemy rownanie:
—2un_1 + un_2 b
=bnv1— 5

h? h%



Metoda siatek zamienia rozwiazywanie zagadnienn brzegowych dla réwnan
rozniczkowych czastkowych na rozwigzywanie uktadow réwnan algebraicznych.
Generuje rozwigzania przyblizone zagadnienia w weztach siatkil.

Uwaga: jezeli siatka bedzie miata rozmiar rzedu 100? to macierz bedzie miata
(100%)? elementow, z ktorych jedynie 50000 bedzie niezerowych. Uzasadnia to
zastosowanie zapisu tzw. macierzy rzadkich, gdyz chcac zapisa¢ wszystkie ele-
menty zuzylibySmy o wiele wiecej pamieci (-> algebra komputerowa).

Dalsze materialy - polecam ksiazke J. Ombacha [Ombach]. Polecam
tez http://www-users.mat.umk.pl/ fraczek/skrypt.pdf strona 103 i dalsze -
opracowane na podstawie wspomnianej ksiazki i

0.3 Dyskretny operator Laplace’a - przyktadowe zastosowanie.

Jedna z miar pozwalajacych stwierdzi¢, w jakim stopniu prawdopodobne jest
ze dany punkt obrazu zalicza sie do krawedzi znajdujacego sie na obrazie
obiektu jest operator Laplace’a. Mamy do czynienia z uktadem kartezjanskim,
zatem wartosé laplasjanu w okreslonym punkcie (o ile funkcja obrazu jest w nim
podwojnie rozniczkowalna) moze by¢ obliczana ze wzoru:

af 82 f

Zastosowanie operacji matematycznej bazujacej na ciggtosci funkcji moze sie

wydawaé problematyczne, jezeli mamy do czynienia z macierza pikseli. Mozna
sie tutaj jednak odwota¢ do stojacej za laplasjanem intuicji — jest to miara
tego, w jakim stopniu dany punkt rézni sie od swojego sasiedztwa. Wystepu-
jaca w literaturze metoda obliczania ,dyskretnego operatora Laplace’a” jest np.
dokonanie splotu macierzy pikseli z macierza postaci (to KOLEJNE przyblize-
nie dyskretne operatora - byty inne, a jeszcze inne znajda sie w zastosowaniach!:

1 1 1
M =11 -8 1
1 1 1

Takie podejscie ma jednak wade polegajaca na tym, ze ten sam obraz moze
dawaé zupetnie rézne co do znaczenia wyniki, jezeli zmieniona zostanie jego
rozdzielczos¢, ale to juz poza zakresem naszego kursu...

0.4 Cwiczenia.

Zadanie 1. - rozwigzane Obliczy¢ wartosci rozwiazania réwnania Laplace’a
na prostokacie z podanymi warunkami brzegowymi dla kroku h =11 h =1/2:



u(z-gy) = O / O+ N~+0+0 —Gufsa)=0
) ! 3

Etap I : obliczanie w weztach z krokiem h = 1.
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Etap II : obliczanie w weztach z krokiem h = 1/2.



Zadanie 2. - do uzupelnienia...
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Prosze dokoriczyé¢ obliczenia...
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