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1 Poprawnos$¢ metody Fouriera.

Cata - opisana wczesniej - metoda bedzie prawdziwa pod pewnymi warunkami. Jedne z
nich, co naturalne, dotycza zatozen o funkcjach wystepujacych w zagadnieniu, inne do-
tycza problemu zbieznosci uzyskanego szeregu oraz szeregéw pierwszych i drugich jego
pochodnych - dla uzyskanie rozwiazania klasycznego musza by¢ jednostajnie zbiezne. Po-
damy teraz proste warunki przy ktorych zbiezno$é taka zachodzi.

Przypomnijmy, ze badajac zagadnienie struny uzyskalismy

Z U (z, 1) Z <An Cos(anTﬂt) + B, Sin(cmlﬁt)) sin(nTﬂx),
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gdzie A, = l/ ) sin( )ds, B,=——1[ ¥(s) sin(?s)ds.
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Oczywiscie
|un (2, 1) < [Ap| + | Bl

Obliczamy pochodne

aun(:v,t) = anf( - A, sin(#t} + B, cos(mlmt)> sin(nlix),
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wynika, ze |§un(x,t)| < (|A | + | B, |)
Podobnie mozemy zbada¢ drugie pochodne:
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To jednak pochodne wyrazen pod znakiem szeregu, my musimy zastosowaé twierdzenie o
rozniczkowalnosci szeregéw funkcyjnych. Aby uzyskaé¢ jednostajng zbieznosé wspomnia-
nych wyzej szeregow wystarczy pokazaé¢ (kryterium Weierstrassa jednostajnej zbieznosci
szeregow funkcyjnych!), ze zbiezne sa szeregi liczbowe

o o
> nf|A,| oraz > nf|B,|, dla k=0,1,2.
n=1 n=1
Oczywiscie (ale wlasciwie dlaczego?) wystarczy pokazaé¢ zbiezno$é tych szeregow dla
oo
k = 2. Pokazemy teraz zbieznos¢ szeregu Zn2|An| przy dodatkowym zalozeniu, ze

n=1
funkcja ¢ posiada czwarta pochodna, pochodna ta jest funkcjg catkowalng i ponadto
©(0) = ¢(l) =0 oraz ¢"(0) = ¢"(1) = 0.
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A, l/ s) sin(\,s)ds.

Catkujac czterokrotnie przez czedci otrzymamy
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W konsekwencji
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skad - na mocy kryterium poréwnawczego - wynika natychmiast, ze badany szereg Z n?|Ay,|

n=1
[eS)

jest zbiezny. Analogicznie mozemy pokazac, ze szereg Z n?|B,| jest zbiezny. Oczywiscie,
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przy przyjetych zalozeniach, tym bardziej szeregi Y n|A,| oraz Y n|B,| sa zbiezne.
n=1 n=1

Na mocy kryterium Weierstrassa to pociaga jednostajna zbieznosé szeregu wraz z jego po-

chodnymi. Oczywiscie, takie kryterium stanowi jedynie warunek wystarczajacy i oznacza,
ze metoda Fouriera przy przyjetych zatozeniach o funkcjach ¢ i ¢ jest poprawna.

W teorii szeregow Fouriera mamy wiele innych - ZNACZNIE lepszych wynikéw, po-
zwalajacych na istotne ostabienie przyjetych tu zalozen o funkcjach ¢ i .



