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0.1 Rozwiazanie zadan metoda Fouriera
i problem istnienia klasycznych rozwiazan.

Zadanie: Okresli¢ typ rownania.
Rozwiaz zagadnienie metoda Fouriera rozdzielania zmiennych:
ou  O*u
ot Ox?

z warunkami brzegowymi

u(t,0) =u(t,))=0 , wu(0,z)=z-(x—1)dla x € (0,]).

Rozwiazanie : (“prawie” pelne) Tu mamy od razu postaé¢ kanoniczna réwnania
parabolicznego...

Na poczatku szukamy rozwiazan postaci: u(t,z) = T(t) - X (z). Wstawiamy
do réwnania: % = T'(t) - X (), T4 = T(t) - X"(x):

) - X(x) =T(t) - X"(2).
Rozdzielamy zmienne (dzielimy obustronnie przez T'(t) - X (z)):

T'(t) _ X'()
()~ X(z)

Lewa strona jest tylko funkcja zmiennej ¢, a prawa zmiennej x, czyli sa to
funkcje réwne stalej. Oznaczmy ja przez A. Dostaniemy

() X'(x)
T X(2)

= )\,

czyli dwa réwnania rézniczkowe - pierwszego rzedu o zmiennych rozdzielonych:
T'(t) = \T(t) =0

oraz drugiego rzedu o statych wspolczynnikach:

X"(x) = AX(z) = 0.



Teraz warunki brzegowe: 0 = u(t,0) = T'(t) - X(0), 0 = u(t,l) = T(t) - X(I).
Oczywiscie T'(t) nie moze by¢ zerem (bo wtedy v = 0 i nie zachodzi ostatni
warunek brzegowy). Stad:

X(0)=0 , X()=0.
Mamy zagadnienie:
X'z) = AX(z)=0 , X(0)=0 , X(I)=0. (1)

Uwaga: gdyby kto$ badal ostatni z warunkéw (on jest niejednorodny, funkcja
niezerowa - to istotne!!), to otrzymaltby u(0,2) =T(0) - X(z) =z - (z — 1), a
wie na ogoél nie moze zajsc!

Wracamy do zagadnienie (1). Musimy znalez¢ jego wartosci whasne i funkcje
wtasne - to uktad tych ostatnich powinien nam da¢ uktad ortogonalny funkcji
pozwalajacy na rozwijanie funkcji w szeregi Fouriera wzgledem tego uktadul!
Najpierw wielomian charakterystyczny: F(k) = k* — A, ma pierwiastki
+v/\ oraz —V\, a wiec uktad fundamentalny rozwiazan to eVAr i g=VAz,
Rozwiazanie ogdlne:

X(x)=A- eV 4 Be VA,
7 warunkéw brzegowych: 0= X(0) = A+ B oraz 0 = A - eV 4 Be VN,

Z pierwszego B = —A, a wiec z drugiego

A . (eﬁl . —\/Xl) — O

€

Poniewaz A # 0 (bo wéwczas B = —A = 0, czyli X(x) = 0 - sprzeczne), to
mozemy podzieli¢ powyzsze réwnanie obustronnie przez A uzyskujc eVAL

e~VA = (. Pomnézmy teraz przez eV otrzymamy:

62\@_1:0 . 62\&1:1

Dla A > 0 mamy tylko jedno rozwiazanie - przypadek odrzucamy (byloby
zerowe rozwiazanie X, a wiec tez u, a to wyklucza spelnianie niezerowego
warunku brzegowego - tego z funkcja x - (x —1)). Dla A < 0 mamy natomiast

622'\/—7)\[ -1

i ze wzorow Eulera: 24/ —Al = 2nm dla dowolnego n calkowitego. Cazyli dla
kazdego (ustalonego) n (naturalnego!!) mamy inna warto$¢ wlasna
22
nem

==




(oczywiscie, jak juz wiemy musza by¢ to wartosci ujemne). Odpowiadaja im
funkcje wilasne

INTT nTx

Xp(x) = A, - e‘ﬁxthe Az _ =A,-el +Be 1.

Z reguly, aby unika¢ funkcji typu €, poleca sie skorzystanie ze wzoréw Eu-
lera, a wtedy uzyskamy “typowo” rzeczywiste funkcje wiasne:
nmx nmx

Xp(z)=0C, - cos —— + D, sinT

Drugie z réwnan jest postaci T'(t) — AT'(t) = 0, a po rozdzieleniu zmiennych

dr
— =\ dt.
T

Po calkowaniu mamy wiec: InT = A\t + E, (F, - dowolna stala) i ostatecznie
T(t)=FE-e".

Po wstawieniu wartosci wlasnych mamy funkcje

nmnx nwTx n27r2t

up(t,x) = (C’n COST+D sinT) cEye .

Kazda z nich spetnia réwnanie i dwa jednorodne warunki brzegowe. Rozwazmy
wiec funkcje

> 2 nmtx n27r2t
:Zun(t,af Z(CEn COST—I-DESln l )-e 2

n=1

Musimy tak dobra¢ wspoélczynniki, aby speliony byl ostatni warunek brze-
gowy (niejednorodny). Dla ¢ = 0 mamy

u(0,x) = Z (C’ E, - cosnT + D, E, sin n7lrx>
n=1
Rozwijamy teraz funkcje g(x) = = - (x — [) w szereg Fouriera na przedziale
(0,1) (zauwazmy, ze zakladamy tu rownosé funkeji i jej szeregu Fouriera...):

oo

g(x) = Z (an cos# + b, sin @) :

n=1
gdzie a, i b, sa dane wzorami Eulera-Fouriera (samodzielnie przypomnie¢

wzory), czyli dla danej funkeji ¢ mozemy je tatwo obliczy¢ (to tez samodziel-
nie, w koricu to tylko catkowania...)!



Wtedy biorac C,E,, = a, oraz D,FE, = b, uzyskamy zadany wynik

2.2

(0.}
nmwx . nmx _n"r7t
g a, - c0S —— + b, sin — l ce T,

n=1

Na zakonczenie wazne pytanie: czy ten szereg jest zbiezny jednostajnie wraz
z pochodnymi do drugiego rzedu wiacznie??? Tylko wtedy bedzie klasycznym
rozwiazaniem.

Kontrprzyktad: Nie bede oryginalny, podam klasyczny kontrprzyktad, ze
uzyskany wynik w postaci szeregu Fouriera nie musi by¢ rozwiazaniem klasy-
cznym.

Rozpatrzmy dla réwnanie struny z warunkiem poczatkowym: (0, z) = g(z)
oraz 94(0,2) = 0, gdzie dla pewnego d € (0, 1):

glr)==x dla 0<z<d

d(1 —
g(x):% dla d<z<1.

Po obliczeniach metoda Fouriera (samodzielnie...) otrzymamy szereg postaci:

k.2

2 1 .
u(t,x) = Z1—d) ; — - sin kwd - sin kwx - cos krt.

Jest oczywiscie jednostajnie zbiezny (kryterium Weierstrassa z majoranta zbiezna
rzedu kg), czyli mamy funkcje ciagla u. Tym niemniej, rézniczkujac dwukrotnie
szereg (wyraz po wyrazie) wzgledem x dostajemy (nie napisalem, ze to jest réwne

%, a dlaczego - za chwile!):

O
Z sin kwd - sin krx - sin k7t.
k=1

Poniewaz dla t = +n lub & = £n, gdzie n € N funkcje sinus w tych punktach sa
rowne zeru, to szeregi sa zbiezne do sumy zero.

Niestety, w kazdym innym punkcie ¢ lub z (tj. obie wspéhrzedne niezerowe!) nie
zachodzi nawet warunek konieczny zbieznosci szeregu, a wiec szeregi po zroznicz-
kowaniu wyraz po wyrazie nie moga by¢ zbiezne!

To - oczywiscie - oznacza jedynie, ze nie wiemy czy suma tego szeregu jest
dwukrotnie rézniczkowalna wzgledem x (zreszta dla t jest dokladnie tak samo...).



Whiosek: nie wiemy czy jest to rozwiazanie klasyczne badanego zagadnienia!

Metoda Fouriera nie zawsze prowadzi do uzyskania rozwiazan klasycznych
zagadnienia poczatkowo-brzegowego. To prowadzi do dalszej czesci wyktadu -

wprowadzone rézniczkowanie w sensie uogdlnionym i teoria dystrybucji... (ale to
juz kolejny przedmiot)



