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0.1 Funkcje harmoniczne.

Definicja. Funkcje klasy C? w obszarze € C R”, spetniajaca w tym obszarze
rownanie Laplace’a:

Au=0, ze€f,

i ciggla na 0f) nazywamy funkcja harmoniczng w 2. Warto jednak doda¢, ze
istnieja rozwigzania tego rownania nie bedace funkcjami harmonicznymi (wska-
zowka: istnienie pochodnych czastkowych nie pocigga ciagtosci funkeji wielu
zmiennych), np. Re e+,

Wrynika stad, ze rozwigzanie ogdlne roéwnania Laplace’a to po prostu zbior
funkcji harmonicznych. Ale jak duzy on jest? Zbiér takich funkcji oznaczmy
przez h(€)). Poniewaz pochodne sg operatorami liniowymi, to oczywiscie (a, b €
R, u,v € h(2) = au+bv € h(S2), a wiec jest to przestrzen liniowa. Oczywi-
Scie wprost sprawdzajac rownanie, widaé, ze funkcjami harmonicznymi (n = 2)
sa funkcja state, afiniczne obu zmiennych czy pewne wielomiany drugiego stop-
nia, np. u(z,y) = x* +  — y? + 5y — 7. Inne mozemy tworzy¢ stosujac ich
kombinacje liniowe.

A jak jest z iloczynem? Mozna sprawdzié¢ (z definicji funkcji harmonicznej,
ze u,v € h(2) = u-v € h(Q) wtedy i tylko wtedy, gdy :

ou Ov ou ov

%(%y) : %(ﬂf,y) + ay(%y) : (‘)y(x’y) =0

Funkcje harmoniczne posiadaja wiele interesujacych wtasnosci, czesto sg ba-
dane poza kontekstem rownan rézniczkowych czastkowych, a ich teoria sta-
nowi rozbudowany dzial matematyki. Ponizej podamy niektore wlasnosci tych
funkcji. Rozpoczniemy od prostych wnioskow wynikajacych tatwo ze wzorow
Gaussa-Greena-Ostrogradskiego (dowody w literaturze):

1. Niech © C R" bedzie obszarem ograniczonym o regularnym brzegu 0Of).
Niech u bedzie funkcja harmoniczng w obszarze U D Q. Wowczas

ou

Lo 5, (25 =0,
gdzie v jest normalng do 0Of) .

2. Jesli funkcja wu jest klasy C? w obszarze ograniczonym £ i ponadto

0
dla dowolnego obszaru regularnego D C € /8D au(a:)dS =0, to u jest
v

funkcja harmoniczng w €2 .



3. (Wlasnos¢ wartosci Sredniej.) Niech u € C%() (Q C R" otwarty)
bedzie funkcjg harmoniczng. Wtedy

1 1
u(z) = o, Jon@r) udS = w,n/B(x,r)Udy’ x € €,

dla dowolnego >0 takiego, ze B(z,r) C .
4. Zalozmy, ze u € C*(Q) i dla kazdej kuli B(x,r) C

1
gdzie v, oznacza powierzchnie sfery 0B(x,7). Wtedy funkcja u jest
harmoniczna w Q.

5. (Regularnoé¢.) Zakladamy, ze funkcja u € C%(Q) ma wlasnosé wartosci
sredniej. Wtedy u € C™(Q).

6. (Nierownosé Harnacka.) Niech u bedzie nieujemng funkcja harmonicznag
w obszarze {2 C R" . Woéwczas dla dowolnego spdjnego i zwartego zbioru
K C Q istnicje stala ¢ (zalezna od K ) taka, ze

uly) < u(z) < cu(y) dla z, y € K.

Cc

W szcezegolnoscei sup u(x) < ¢ inf u(x).
reK reK

Bedziemy korzystac z ich istotnego zwiazku funkcji harmonicznych dwoéch
zmiennych z przestrzenia funkeji holomorficznych (analitycznych, rézniczko-
walnych w sposob zespolony).

Czesé rzeczywista u = u(x.y) iczesé urojona v = v(x,y) funkcji analitycz-
nej f(z) =wu(z,y)+iv(x,y) zmiennej zespolonej z = x+iy sa funkcjami har-
monicznymi (i nazywamy je wowczas funkcjami harmonicznymi sprzezonymi).

Na odwrot, majac dang funkcje harmoniczng, mozemy tatwo skonstruowaé
odpowiadajaca jej funkcje analityczna. Stad tez szereg wlasnosci funkeji har-
monicznych jest natychmiastowa konsekwencja stosownych wtasnosci funkcji
zmiennej zespolonej i na odwrot. Mamy:

Twierdzenie. Niech funkcja u bedzie harmoniczna w obszarze Q C R2. .

Wtedy u e C™(Q).

Przyktady. Wezmy kilka prostych funkeji analitycznych i zobaczmy kilka
rozwigzan rownania Laplace’a...



2) = flx +iy) =22 = (v +iy)? = 2% — y* + 2iay =
z,y) =x*—y* , wv(z,y) =2xy s3 harmoniczne,

(
(
2. f(z) =€ ="MW =¢" - W = ¢e% - (cosy + isiny) =
(x,y) =e"cosy , wv(x,y)=e"siny sg harmoniczne,
(

Z) = e (wybra¢ samodzielnie ciekawa funkcje analityczna)

Teraz nie mamy problemu z przyktadami, mozna bra¢ ich kombinacje liniowe
np. u(x,y) = e* cos z+2xy+75y—123... Zadanie: podac kilka przykladow
niebanalnych funkcji harmonicznych...

Absolutnie najwazniejsza dla nas wtasno$é funkcji harmonicznych zawarta
jest w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie. (Zasada maksimum) Niech € bedzie otwartym ograniczo-
nym podzbiorem przestrzeni R". Zakladamy, ze funkcja u jest ciagla w Q,
posiada pochodne czastkowe drugiego rzedu w {2 i ponadto

Au=f w Q . u=g na 0f},

gdzie f: Q — R,, g: 00 — R sg danymi funkcjami ciggtymi, a 92 oznacza
brzeg obszaru €2.
Wtedy funkcja u osigga maksimum na brzegu obszaru 0f2

Dowod: Zbadajmy najpierw funkcje dodatnie: f > 0 w zbiorze (2. Poniewaz
Q jako zbior domkniety i ograniczony jest zbiorem zwartym, to u jako funk-
cja ciaglta osiaga w tym zbiorze maksimum (kresy) - co wynika z twierdzenia
Weierstrassa.

W takim razie nie wprost: przypusémy, ze maksimum to jest osiggniete w
punkcie 2° € Q. Oczywiscie, korzystajac ze znanych kryteriéw posiadania przez
funkcje ekstremum lokalnego:

ou
83%

0%u

(1’0) =0, 8750%

(<0, i=1,---,n.

W szczegdlnosei wynika stad, ze Au(2?) < 0, co jest sprzeczne z zaloZeniem,
ze f(2°)>0. Zatem 2°¢€ 9Q .
Przypuéémy teraz, ze f > 0. Dla k € N rozwazmy funkcje v, : Q — R

2
dang wzorem vy (x) = u(x) + Ha;{” . Oczywiscie klim v = u W zbiorze  oraz
—00
2 2
Avp=Au+ 2> 2>0 w QO



Czyli funkcje te sa dodatnie i na mocy czesci pierwszej dowodu kazda vy osiaga
maksimum na brzegu obszaru 90 , powiedzmy w punkcie a* .

Poniewaz 0 jest zbiorem zwartym, to istnieje podcigg {2%};>; ciagu
{2*} | zbiezny do pewnego punktu 7 € 9Q (twierdzenie Bolzano-Weierstrassa).

Niech z € Q. Stad

lxl® Els

(@) S ulz) + = = g (2) v, (2") = u(z") + ki

Przechodzac do granicy z i — oo otrzymamy u(z) < u(Z). Poniewaz x jest

I\

dowolnym punktem w €2, to uzyskamy teze. ]

Przyklad zastosowania. Niech ) C R" bedzie obszarem o brzegu klasy C*.
Wtedy zagadnienie Dirichleta

Au—cu=f w€Q, u=g nadQd (c>0),

posiada co najwyzej jedno rozwigzanie.

Dowod: (nie wprost) Przypusémy, ze wui, us sa rozwigzaniami tego pro-
blemu. Woéwczas funkcja v = ug — uq spetnia

Av—cv = A(ug —up) — c(ug — uy) = Aug — Aug — cug + cuy
= (Aug — cug) — (Aug — cup) =0,
czyli jest rozwigzaniem problemu Av—cv = 0w €, v = 0 na 0. Korzystajac
z rownosci Av — cv = 0 uzyskamy
ov

O:/QU(AU—CU)dac:/QvAU—c/Qdex:/anaUdS—

2 9. 2 5. 2
/QVU-VUd:U—c/QU dx = /Q|Vv| dx C/QU dx.
Zatem /Q v?’dr = 01w konsekwencji v =0 w , co oznacza, ze u; = uy. L[]

(Zasada ekstremum dla funkcji harmonicznej)
Funkcja w harmoniczna w obszarze otwartym ograniczonym €2, rézna od
statej, w zadnym punkcie tego obszaru nie moze osiggac¢ swojego ekstremum.

Whniosek. Niech u; i us beda funkcjami harmonicznymi w €2, ciagtymi
w Q. Jesli ui(z) <wugx) dla z € 99, to u(z) <wug(x) dla x € Q.
To natychmiast wynika z zasady maksimum zastosowanej do funkcji harmo-
nicznej u = Us — Uj.

Przyktad. Rozwazmy réwnanie Laplace’a na kole jednostkowym
Au =0,

4



gdzie u = u(z,y), (x,y) nalezy do kota jednostkowego.

Przyjmujemy wspolrzedne biegunowe x = pcosf, y = psinf, 0 <
p <1, 0 < 60<2r. Zakladamy, ze rozwiazanie spetnia warunek brzegowy
u(cosf,sinf) = sinfd, dla 0 < 0 < 2m. Zgodnie z zasada maksimum roz-
wigzanie naszego problemu przyjmuje warto$¢ maksymalng na brzegu okregu.
Wynika stad, ze —1 < u(z,y) < 1.

Uwaga: Jedli obszar {2 nie jest ograniczony, teza zasady maksimum nie
musi zachodzi¢!!

Istotnie, jak juz wiemy, funkcja u = e¥sinz jest harmoniczna w obszarze
Q= {(r,y) : 0 <z <m y > 0}, ale nie osigga maksimum na brzegu tego
obszaru.

Zasada maksimum dla réwnania ciepta. Niech () bedzie otwartym
ograniczonym podzbiorem przestrzeni R" x R. Zatézmy, ze funkcja u jest ciagta
w €2, posiada pochodne czgstkowe 2-go rzedu w € i ponadto

w = Au w .
Wowcezas u osigga swoje ekstrema na brzegu obszaru 0f).

Dla zainteresowanych: Funkcje u nazywamy subharmoniczna, gdy Au >
0 oraz superharmoniczna, gdy Au < 0. W wielu zastosowaniach bada sie takie
wtagnie funkcje w miejsce harmonicznych, w szczegoélnosci ich wersje wtasnosci
wartosci §redniej czy zasade maksimum.

Maty komentarz na koniec - dla pewnych obszaréow bedziemy rozwigzy-
wal zagadnienia brzegowe dla rownania Laplace’a stosujac zamiane zmiennych.
Warto wiedzie¢, ze jesli w funkeji harmonicznej dokonamy zamiany zmiennych,
gdzie A jest macierza tej zamiany, to ta funkcja w nowych zmiennych pozostanie
harmoniczna dla A = AB, gdzie B jest macierza ortogonalng (tj. BT = B™1).
Obejmuje to oczywiscie symetrie, obroty czy przeksztalcenia logarytmiczno-
biegunowe (patrz materialty o metodzie odwzorowarn konforemnych czy o roz-
wigzaniu podstawowym réwnania Laplace’a).



