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0.1 Postaé kanoniczna.

Rozwazmy réwnanie roézniczkowe czastkowe rzedu drugiego
a11 (T, Y) gy + 2a12(2, Y)Usy + ag2(w, y)uy, + F(2,y, u,up,uy) =0, (1)

gdzie aiy, , a2, azs sa funkcjami okreslonymi w zbiorze D C R?, nie zerujacymi
sie rownoczesnie w zadnym punkcie tego zbioru, u jest szukang funkcja klasy
C® zmiennych z i y, a F' jest zadana funkcja zalezna od x,y oraz u, u, i Uy.
Zaltozenia o funkcji v pozwalaja na mocy twierdzenia Schwarza traktowaé po-
chodne mieszane tej funkcji sg sobie rowne: u,, = u,, 1 dlatego we wzorze mamy
podwojony wspotezynnik przy pochodnej mieszanej (uwaga na zadania!).

Poniewaz krokiem pewnych waznych metod rozwigzywania takich réwnan
jest przedstawienie rownan w innych wspotrzednych i uzyskanie “jak najprost-
szej” postaci réwnania, to pokazemy jakie to bytyby postacie i jak do nich do-
prowadzi¢. Okazuje sie, ze najpierw musimy znalez¢ niezmienniki roéwnania
przy zamianie zmiennych (nieosobliwej) i sklasyfikowaé rownania przed wska-
zaniem takich optymalnych zamian.

Kluczowy cel podstawienia: wprowadzi¢ w nowej postaci rownania jak naj-
wiecej wspotezynnikow rownych zeru (przy pochodnych II rzedu).
Rozwazmy zamiane zmiennych (transformacje, przeksztatcenie)

f:€($,y), 77:77(9579)7 (.%‘,y) €D. <2>

Przyjmijmy, ze przeksztalcenie te obszar D transformuje w pewien obszar A.
Rozwazamy rozwiazania klasyczne, wiec zaldozmy, ze funkcje £ i n sa dyfeomor-
fizmami klasy CM) w zbiorze D i ponadto istnieje transformacja odwrotna do
transformacji (2):

r=x(&m), y=y&mn), (&n) €A (3)

Jesli jakobian transformacji (2) jest rozny od zera, to przeksztatcenie takie
nazywamy przeksztalceniem nieosobliwym. Oczywiscie transformacja nieoso-
bliwa jest zawsze odwracalna.

Niech w bedzie rozwigzaniem rownania w nowych zmiennych (po transfor-
macji). Po powrocie do wspotrzednych wyjsciowych otrzymamy rozwigzanie
rownania wyjsciowego u(z,y) = w(ﬁ(m, y),n(zx, y)), (x,y) € D.



Oczywiscie pojawia sie takie wzory transformacyjne przyspieszajace podsta-
wianie do réwnan

Uy = We&y + Wy,

uy = we&y + wyny,
Upy = Weeko + 2WenEate + WMo + Welipw + Wy Nis,
Uy = Weeke€y + Wen(Eanly + ) + WiyMaly + Wely + Wiy,
Uyy = wfffz + 2wey§yny + wnn”ﬁ + Welyy + Wy

bii = an&; + 201266, + ant,,

bi2 = an&ne + an (fxny + fyna:) + a22§y77y7
byy = ann, + 2a19m.1y + g1,

to rownanie (1) po zastosowaniu transformaty (3) przyjmie postac
biiwee + 2b12wey + baowyy, + F(¢,n,w, we, wy) = 0,
gdzie wspotezynniki byq, bio, boo sa funkcjami zmiennych & i 7.
Korzystajac z podanych wzoréw mozna sprawdzic, ze

b%g — by1byy = (a%z 3 a11a22) (faﬂ?y - §y77w)27

wyrézniki rownari w obu postaciach maja wiec taki sam znak i typ rownania
jest niezmiennikiem wzgledem przeksztatcen nieosobliwych.

Podane wyzej wzory sa nazywane wzorami transformacyjnymi (i odwrotnymi
do wzoréw transformacyjnych). Wielokrotnie (zwlaszeza w zastosowaniach) po-
zwala sie na ich bezposrednie stosowania zamiast kazdorazowego obliczania po-
chodnych. Jesli ktos chciatby tak robi¢, to musi uzupetni¢ wzory o wspotezyn-
niki przy pochodnych czastkowych pierwszego rzedu by i by, a nawet przy u
(czyli b), ale o tym w innym materiale.

Dla celow klasyfikacji rownan i postaci kanonicznej wazne sg jednak tylko te
trzy podane wyzej.

Najpierw niezmiennik nieosobliwych transformacji. Przypomne, ze na razie
rozwazamy funkcje dwoch zmiennych. Okreslamy funkcje o wartosciach liczbo-
wych
ail a2
a1z a22

A(:Ua y) -

2
= a11022 — Q9.

Badamy pewien obszar D C R?. Jezeli w kazdym punkcie (x,y) € D mamy
ustalony znak tej funkcji, to



e A(z,y) >0 = rownanie nazywamy hiperbolicznym w D,
e A(z,y) =0 = rownanie nazywamy parabolicznym w D,
e A(z,y) <0 = roéwnanie nazywamy eliptycznym w D.

Dla wiekszej liczby zmiennych potrzebne bedzie badanie form kwadratowych, ale
to ma razie nie bedzie nam potrzebne.

Mozna sprawdzié¢ bezposrednim rachunkiem, ze typ réwnania okreslony j.w.
jest niezmiennikiem réwnania przy dowolnej nieosobliwej zamianie zmiennych
(transformacji).

Wréémy do wzorow transformacyjnych podanych wyzej. Celem wykonywa-
nia podstawien bedzie na ogdt znalezienie jak najprostszej postaci w nowych
zmiennych. Przyjmowane bedzie ogdlne ustalenie: wspotczynniki b1, b1g 1 boo
powinny byé rowne jedynie 0 lub - jesli to niemozliwe, to 1.

W zaleznodci od typu réownania da sie osiagnaé¢ takie postacie, nazywane
kanonicznymi:

e réwnanie hiperboliczne w D = by = by =0, b1y = 1,

e rOwnanie paraboliczne w D = b1 =b;s=0,bpy =1 lub
beo = b12 =0, b11 =1

e rownanie eliptyczne wD = b1 = by = 1, b = 0.

Pozostaje ustali¢ jak znalezé¢ takie podstawienie, a odpowiedZ kryje sie we
wzorach transformacyjnych. Kluczowe jest zauwazenie, ze wybor £ tak, aby
aufg + 2a128,:6y + &22£§ = 0 daje nam by; = 0 i podobnie pozostate wzory...

W praktyce zbudujemy specjalne roéwnanie, nazywane rownanie charaktery-
styk rownania (1) i jego caltki pierwsze beda wykorzystywane w roli funkeji £ i
n:

ari(x,y)(dy)? — 2a19(x, y)dzdy + ax(x,y)(dx)? = 0.
Jesli rownanie nie jest od razu w postaci kanonicznej, to jeden z wspotczynnikow
a1 lub age musi byé rézny od zera, ustalmy dalej (bez straty ogolnosci), ze
bedzie to np. a;;. Wtedy réwnanie zapiszemy w postaci

dy

2 d
a’ll(x7 y) (dl') - 2&12(.1;, y)di + CLQQ(JJ, y) =0

i podstawiajac t = % dostaniemy tréjmian
CL11t2 — 2a19t + a99 = 0.

Jego wyroznik to A = 4A, a wiec ma taki sam znak jak funkcja okreslajaca
typ rownania. Dla réwnan hiperbolicznych mamy 2 pierwiastki, a wiec 2 catki

3



pierwsze réwnania charakterystyk, dla parabolicznych jest jeden pierwiastek i
jedna calka pierwsza, a dla eliptycznych nie ma pierwiastkow rzeczywistych, za
to s dwa zespolone. W tym ostatnim przypadku mamy dwie zespolone catki
pierwsze (sprzezone).

Kazdy przypadek rozwazamy odrebnie pokazujac, ze przyjecie za nowa zmienna
catki pierwszej powoduje zachodzenie warunku zerowania okreslonego wspot-
czynnika byp i/lub bes. W przypadku eliptycznym nie ma takich caltek rzeczy-
wistych, a wiec te wspotczynniki nie beda mogly sie zerowac, ale przyjecie w
podstawieniach za & i n czesci rzeczywistej i urojonej catki pierwszej zespolonej
da efekt zadany w powyzszym opisie celow postaci kanonicznych.,

Niekiedy warto obok przejscia do postaci kanonicznej rozwazaé transfor-
maty upraszczajace rownania: w przypadku réwnania liniowego zawierajacego
czesé z pochodnym rzedu pierwszego postaci a% + b%, stosujac transformacje
u(z,y) = v(z,y) - e i dobierajac odpowiednio a i 8 mozemy pozby¢ sie
wyrazow z pierwsza pochodna. Takie ¢wiczenia pojawia sie nieco pdzniej.

Szerzej - szczegoly takich podstawien w kazdym typie rownan - w kolejnym
materiale...



