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0.1 Twiedzenie Cauchy’ego-Kowalewskiej.

Rozwazmy rownanie rozniczkowe (na razie) liniowe rzedu m postaci

ug:f)xn = Yoo ag (T, e, .. xy) DA f (1,20, .., 1) (1)

la|l<m, ap<m

w obszarze ) C R", ktory ma niepuste przeciecie z ptaszczyzna x, = 0.

Zagadnieniem Cauchy’ego (zagadnieniem poczatkowym) dla rownania (1)
nazywamy zagadnienie polegajace na wyznaczeniu rozwiazania tego rownania
spelniajacego jednoczesnie nastepujace warunki poczatkowe

U’(x]i)xn (331, X2y o oy Tp—1, O) = Pk (.CUl, T2y« 73771—1) (2)

dla (1, 29,...,2,-1,0) €Q, k=0,1,...,m— 1.

Nastepujace twierdzenie okresla warunki wystarczajace istnienia lokalnego
rozwigzania powyzszego zagadnienia poczatkowego.

Twierdzenie Cauchy’ego-Kowalewskiej. Jezeli:

1° wspolezynniki a,, 1 wyraz wolny f w réwnaniu (1) sa funkcjami analitycz-
nymi w obszarze €2,

2° funkcje i , kK = 0,1,...,m — 1 sg analityczne w obszarze w bedacym
przecieciem {2 i ptaszczyzny x, = 0,

to zagadnienie Cauchy’ego (1-2) ma dokladnie jedno rozwiazanie ana-
lityczne, okreslone w pewnym otoczeniu 2.

Obszar € zalezy od obszaru analityczno$ci danych funkcji.

Twierdzenie w pelnej wersji (nie tylko dla liniowych) wymaga troche wiecej
zatozen, w tym o postaci rownania, obszarze i warunkach brzegowych - co wy-
kracza poza zamierzony zakres tego wykltadu. Zainteresowanych odsytam do
literatury:

B :R™ x R" — M,m(R)
c:R" xR - R™,

1 rOwnanie:
n—1

. = > B(u, 2 )u,, + c(u,2’),
j=1
gdy " = 0. Nie zaktada sie istnienia rozwiazan na R", a tylko na pewnym
otoczeniu zera.



Ciekawym zastosowaniem tego twierdzenia jest przypadek m = n = 1. Po-
damy ciekawe zastosowanie, o ktorym raczej nie moéwito sie na kursie rownan
zwyczajnych.

Metoda szeregéw potegowych.

Na poczatku ustalmy otwarty U C R" i zatozmy, ze mamy funkcje ciqglq
f U — R™. Bez straty ogolnosci rozpatrzmy

Zagadnienie Cauchy’ego polega na znalezieniu rozwigzania spetniajgcego waru-
nek poczatkowy w(0) = uy € U dla pewnego ug. Znamy:

Twierdzenie Picarda. Zatdimy, ze istniejgr, K > 0 takie, ze B,(ug) C U
oraz warunek Lipschitz’a

1f(2) = FW)Il < Kllz = ol

dla x,y € B,(ug). Wowczas istnieje € > 0 zalezne od K,r i funkcja u klasy
Clu: (—e,e) — U bedgca jedynym rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego w
tym przedziale (lokalnym,).

Jezeli przyjmiemy nieco silniejsze zatozenie o f (bedzie lokalnie analityczna),
to twierdzenie Cauchy’ego-Kowalewskiej pozwoli na uzyskanie jedynosci lokal-
nego rozwiazania, ale juz analitycznego, a nie tylko klasy C*.

Twierdzenie Cauchy’ego-Kowalewskiej w wersji n =m = 1.

Zalozmy, ze istnieja r, K > 0 takie, ze B,(ug) C U oraz f jest analityczna
w otoczeniu punktu wug. Wowcezas istnieje € > 0 zalezne od K,r i funkcja
analityczna u : (—e,¢) — U bedaca jedynym rozwigzaniem zagadnienia Cau-
chy’ego w tym przedziale.

Co to oznacza? Skoro szukamy funkcji analitycznych (lokalnie rozwijalnych
W szereg potegowy) .
ult) = - wiy
k=0 -
to Co najmniej formalnie (bez badania a priori zbieznosci) bedziemy szukali
takich wlasnie rozwiazan, czyli mozemy wstawié¢ taka posta¢ funkcji do row-
nania i obliczyé¢ wspotezynniki - na ogot rekurencyjnie, korzystajac z warunku
poczatkowego. metoda Swietnie sprawdza sie przy réwnaniach liniowych wyz-
szych rzedow (m > 1,n = 1).



Najprostszy mozliwy przyklad ilustrujacy metode:
Rozpatrzmy réwnanie
y=y ., y(0)=1

Wtedy f(x,y) = y jest analityczna w otoczeniu xy = 0, czyli szukamy rozwia-
zan analitycznych, czyli postaci

y(z) = 3 ara®.
k=0
Wtedy
y(2) = ap- k-2
k=1

Wstawiajac do rownania:
Z k-ay-xt Z apx”. (3)

Z warunku poczatkowego

o0 Ok
1=9(0)= > akﬁ = ay.
k=0 :

Zauwazmy, ze 7 rownania (3), poréwnujac wspoltezynniki przy tych samych
potegach mamy:

1-&1:CLO , 2'@2:CL1 5 3'@3:CLQ s 4-a4:a3,...
Czyli
1 | 1 1 1
an = a1 = Ao = — Aq —= — aq = e
0 ) 1 ) 2 9 3 2.3 ’ 4 2.3.4 ) )
Latwo zauwazy¢, ze
1
y, = —.
n!

Stad
0 0 1
yw) = 3wt =3 gt =

Rozwiazaniem jest funkcja y(x) = €. Uwaga: nie zawsze widaé¢ jaka znana
funkcja jest suma szeregu, ale metoda zawsze daje szereg bedacy rozwiazaniem
i w wielu zastosowaniach i tak brane sa jego sumy czeSciowe jako przyblizenia
rozwiazan...



