Mieczystaw Cichon: za [Przeradzki]

| jeszcze o rownaniu Laplace’a na kuli:

Metode rozdzielania zmiennych mozna stosowac takze do innych rownan. Je-
dynym ograniczeniem jest ich liniowos¢ i liniowos¢ warunkow dodatkowych.
Pokazemy teraz, jak stosuje sie ona do najprostszych rownan eliptycznych ta-
kich jak réwnanie Laplace’a. W przypadku dwuwymiarowym zbior {2 moze
by¢ prostokatem albo dawaé sie sprowadzi¢ do prostokata. Niech wiec (2
bedzie koltem o $rodku w poczatku uktadu i promieniu R. Przechodzac do
wspotrzednych biegunowych @ = rcos ¢, y = rsin ¢ musimy wyrazié¢ lapla-
sjan w nowych wspolrzednych. Zamiast réwnania

Upy + Uyy =0 Réwnanie Laplace’a w
_ zmiennych
dostaniemy { 1 kartezjanskich i
Uy + ;Ur + ﬁv‘” = 0. biegunowych

Jedli interesuje nas rownanie Laplace’a z warunkiem Dirichleta
u | 02 = h, h:00 — R,

to odpowiedni warunek na v ma postac

v(R, ) = h(@).

Musimy jednak pamietac, ze zamiana zmiennych jest prawomocna dla r > 0,
czyli (z,y) # (0,0). Od rozwiazania v mozna wiec zadac, by istniata granica
lim, _g+v (r,¢). Drugim warunkiem zgodno$ci jest 2m-okresowos¢ funkcji h.
Przy zalozeniu ciaglosci (a nawet catkowalnosci) funkecji h mozemy znalezé
jej szereg trygonometryczny. Przy zalozeniu, ze h jest ciagla i przedzialami
monotoniczna, zachodzi réwnosé

h(¢) = % + 3:1 (a, cosng + b, sinng) ,
gdzie
1 , 1 o
Ay = —/h (¥) cosn) dip, b, = —/h(d)) sin v du.
vy T
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Jesli rozwiazanie ma postac v (r,¢) = f (r) g (¢), to

2 rf () g (6)
ICENICERNION

a wiec obie funkcje wchodzace w skiad tej sumy musza by¢ state i

)+ ) __g'(9)

fr) g9(¢)°

Poniewaz g powinna by¢ funkcja 2m-okresowa, a rownanie

0,

9" () +Ag(0) =0

ma rozwigzania 2m-okresowe tylko dla )\, = n?, n = 0,1,2,..., wiec tylko
takie stale sa dopuszczalne. Dla nich

gn (@) = ¢, cosng + d,, sin na,

edzie ¢, i d, sa dowolnymi stalymi. Odpowiadajace n? réwnanie na funkcje

f» ma postaé Albo znamy
TQf: (r) + Tf:z (r) — n2fn (r)=0. réwnanie
Eulera, albo

Jest to rownanie Eulera, ktorego uktadem fundamentalnym rozwiazan jest | ,zauwazamy”,
para funkcji r — r™, r — r™", a w wyjatkowym przypadku n = 0 para | zete funkcje
spetniaja
rownanie

funkcji r — 1, r — Inr. Mozna wiec zapisa¢ nieznane rozwigzanie v jako

sume szeregu

oo

Y (1) gu(9)

n=0

v (r,¢)

= ¢+ 52';, Inr 4 Z (Enr“ - Enr_'”) (¢, cosng + d,sinng) .

n=1

Kazdy sktadnik tej sumy speinia rownanie rézniczkowe bez wzgledu na wybor
statych. Jesliby wiec mozna byto wej$¢ pod znak sumy szeregu z pochodnymi
az do rzedu 2 wilacznie z zachowaniem jednostajnej zbieznosci, to funkcja
v spehiataby réwnanie rézniczkowe. Zaobserwowane przez nas wezesnie]
zadanie, by istniala granica lim,_+v (r, ¢), oznacza, ze d,, = 0 dla n > 0.
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Pozostaje wykorzysta¢c warunek brzegowy
o0
h(¢)=v(R,¢) =7y + Z ¢ R™ (¢, cosng + d,, sinng) .

Poréwnujac wspoélezynniki z szeregu Fouriera funkcji h
-~ ap -~ ~
Co = E: CanCn = G, C-andn = bn:

i w rezultacie

a - A" ) .
v(r,¢) = o + ; (E) (a, cosng + by, sinnag) .

< Rozwigzanie!

Teraz problem poprawnosci metody: czy uzyskany szereg jest (klasycznym) rozwigzaniem naszego

rownania.

Zbieznosé¢ jednostajna tego szeregu w kazdym kole domknietym B (0, R;)
C B (0, R) wraz z pochodnymi jest gwarantowana na podstawie kryterium

Weierstrassa i prostego faktu:
jesli 0 < g < 1, ciag (a,) jest ograniczony i p € N| to szereg

o0

E apnPq"

n=1

jest bezwzglednie zbiezny.

Zatem otrzymana funkcja v spelnia réwnanie rézniczkowe w kole B(0, R).

Tu mamy
sprawdzenie,
ze przy
przyjetych

Przy funkeji h prawie dowolnej bedacej jedynie suma zbieznego punktowo | zatozeniach

szeregu Fouriera, nie jest wcale oczywiste, ze

lim v (r,¢) = h(0).

r—R—

mamy jednak
rozwigzanie
klasyczne —
uwaga na

Jest to konsekwencja tw. Abela (por. wyklady z analizy lub np. [Fichten- | ciagtos¢na
cholz], t. 2, s. 344). W rezultacie znaleziona funkcja v jest rozwigzaniem brzegu!

zagadnienia Dirichleta dla kota.

Jesli wstawimy wzory na a,, i b, 1 wykorzystamy znany wzor trygonome-

tryczny
cosn cos ng + sinny sinng = cosn (¢ — V),
to dostaniemy

s

1

v(r,¢) = ;/h (¥) %+i (%)ncosn(qﬁ—d)) di.

n=1
—T
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Mozemy zsumowaé szereg w nawiasie kwadratowym. Wystarczy oznaczyé

T (6
—_ilo—1)

R

2 =

Wtedy

gz-n = 1iz - i (%)R(COSTE(Qﬁ_'@')+iSiIln(¢_w))’

n=1
a wiec nasz szereg to czes¢ rzeczywista

A

o0
Re E 2" =Re ,
1—2
n=1
a wyrazenie w nawiasie kwadratowym to

Re(l—k © ) = %R.el—i_Z:%Re(l—i_Z)(l_z)

2 1-—2z -2 11—z’

IR T 1-(3)°
2\1—z|2 2|1—%(cos(qﬁ:—@)—f—iSiﬂ(d’—lz)))F

B 1 R2 o ?,,2

- 5 R , 2 r\2 . .
2 2 {(1 — £ cos (¢ — w)) + (E) sin” (¢ — 'U)]

1 R* —r?

"~ 2R2—2Rrcos(¢ — ) +r2

Ostatecznie otrzymujemy wzor (zwany wzorem Poissona): wz6r Poissona

di).

0 @
'L(rgfi’)—%fRQ_QRTCOS(Qﬁ—W‘FT?

Ogolniej, dla zagadnienia Dirichleta w kuli B(0, R) C R
Au=0 w B(0,R), u|OB(0,R)=h

rozwigzaniem jest
1 R? — ||| |?

R Jopo.r) |l —yl|"

u(x) =

h(y) dS,,

gdzie calkowanie odbywa sie wzgledem miary indukowanej na sferze, a o,
oznacza miare indukowana sfery o promieniu 1 w R".
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