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1 Metoda Fouriera dla réwnan niejednorodnych.

Rozpatrzmy sytuacje, gdy badamy zagadnienie z funkcja niewiadoma u(t, ), ale w ktérym

wystepuje funkcja f(t, z) nie pozwalajaca na bezposrednie rozdzielanie zmiennych. Np.
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z warunkami

u(0,2) = p(z) ?;(0, x) =(x) (“poczatkowe", bo dla t = 0)

oraz brzegowymi (dla x =01ix =1)

ut,0) = a(t) . u(t,]) = b(t),
(tzw. drgania wymuszone struny). Przyjmujemy przy tym warunki zgodnosci (np. w (0,0)
to (0) = a(0), w (0,1) to ©(l) = b(0)).

Pamietajmy, ze to tylko przyklad, inne zagadnienia niejednorodne mozna badaé
podobnie! (lub zgodnie z uwaga na koncu materiatu)

Jak stresci¢ pomyst rozwiazania? Kazde rozwiazanie u(t, x) takiego zagadnienia szu-
kane beda jako sumy funkcji:

u(t,z) = w(t,z) + h(t, ),

gdzie w(t,z) jest rozwiazaniem zagadnienia jednorodnego (czyli z zastapieniem f(¢,x)
przez funkcje zerowa) i szukamy go znana juz metoda Fouriera! Czasami takie postepo-
wanie nazywane jest zasada superpozycji.

Czyli:
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w(0,r) = p(x) 5(0, z) =¢(x)  (“poczatkowe")

oraz brzegowymi

w(t,0) =a(t) , w(tl)=>t).
Pozostaje okresli¢ co to jest h(t,z). To rozwiazanie rownania niejednorodnego, ale z
jednorodnymi warunkami brzegowo-poczatkowymi.
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oraz brzegowymi

h(t,0)=0 , h(t,1)=0.

Wyjasnijmy dlaczego: wstawiamy do rownania wyjsciowego zamiast u(t, z) sume w(t, )+
h(t,z) i uzyskamy
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a z definicji funkcji w i h uzyskamy, ze takie u spelnia réwnanie u. podobnie sprawdzamy
warunki brzegowe i poczatkowe (np. u(t,0) = w(t,0) + h(t,0) = a(t) + 0 = a(t) itd.).

=0+ f(t,2)

czyli

Ostatnie wyjasnienie: jak wyznaczy¢ h(t, x)?

Rozwijamy funkcje f(t,z) w szereg Fouriera wzgledem ukladu wyznaczonego przy
obliczeniach w(t,z) (uwaga: zaloZenia musza na to pozwala¢, musi zachodzié¢ réwnosé
funkcji i jej szeregu Fouriera, szeregi powinny by¢ jednostajnie zbiezne wraz z pochodnymi
itd.!).

f(t2) = i Falt) X (),

gdzie wspotezynniki f,(t) obliczamy wzorami Eulera-Fouriera. samego rozwigzania po-
szukujemy w postaci

h(t,z) = il H, ()X (2).

Wyznaczamy wspotezynniki H, (t) tak, aby zachodzily warunki brzegowe (jednorodne),
czyli rozniczkujemy ten szereg (pamietajmy o zalozeniach!), wstawimy to wszystko do
réwnania, to samo robimy z funkcja f (¢, x) i poréwnujemy oba szeregi Fouriera (po upo-
rzadkowaniu wyrazow). Z uzyskanego roéwnania wyznaczamy H,(t) i wstawiamy do wzoru.
To wszystko... Pierwszy przyktad policzony (samodzielnie) pokaze, ze to nie jest skompli-
kowane.

2 Inne zastosowania metody Fouriera i bariery jej za-
stosowania.

Metoda rozdzielania zmiennych Fouriera jest powszechnie stosowana - dla wielu réwnan.
My - niestety - na kursowym wyktadzie mamy pewne ograniczenia, ale dla zainteresowa-
nych podam pewne dalsze uwagi.

Przede wszystkim nawet jesli powstaja rownania rézniczkowe zwyczajne (na ogot wyz-
szych rzedow), to nie zawsze mamy tak prosta sytuacje jak stosowanie wielomianéw cha-
rakterystycznych dla znalezienia uktadéw fundamentalnych rozwigzan. A to ma kluczowe



znaczenie, bo powinno tworzy¢ uktad ortogonalny zupelny dla rozwijania w nim funkcji
w szeregi Fouriera! Podam klasyczny przyktad: to membrana swobodna kotowa
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w D= {(z,y) : 2* + y* < ¢}, gdzie u spelnia pewne warunki brzegowe.
Po zamianie zmiennych na wspolrzedne biegunowe (zobaczymy jeszcze dlaczego warto
to zrobi¢) rownanie przyjmie postac
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I sugerowany problem: jedno z réwnan jest postaci
rR"+rR — AR =0,

a to juz nie jest rownanie o statych wspotczynnikach. Niektorzy moze pamictaja, ze to
rownanie Bessela! Jego ukladem fundamentalnym rozwiazan jest wtasnie uktad funkcji
specjalnych - funkcji Bessela J,, (n = 0,1,2,...). Ale to trzeba wiedzie¢ - co wiecej zadane
szeregi Fouriera beda wtasnie rozwijane wzgledem tego uktadu (a nie trygonometrycz-
nego). Zainteresowani znajda (mozna u mnie...) dalsze materialty w tym kierunku.

Na zakonczenie przypomne ograniczenia metody (zalozenia bylty wskazywane na czer-
wono, funkcje poczatkowe spelniaja zalozenia...). I najwazniejsze: w miejsce funkeji ktadli-
$my odpowiadajace im szeregi Fouriera. Ale przeciez funkcja nie musi by¢ réwna swojemu
szeregowi Fouriera! Zainteresowanych prosze o sprawdzenie JAKIE zalozenia musi spet-
nia¢ funkcja, aby ta wlasno$é¢ zachodzita. Na zakonczenie tej czesci prosze o zwrdcenie
uwagi, ze uzyskana taka metoda funkcja u(t, z) w ogdlnym przypadku wcale nie musi by¢
rozwiazaniem wyjsciowego zagadnienia (problemy z rézniczkowalnoscia szeregow funk-
cyjnych!)! To prowadzi do nowej klasy rozwiazan (juz nie: klasycznych), dla ktoérych ta
metoda ma szersze zastosowanie. Ale tu potrzeba dystrybucji zamiast funkcji (rozwiazania
stabe)...

2.1 Uwaga.

Poniewaz nie jest naszym celem utrudnianie sobie obliczen, to warto zauwazy¢, ze w
pewnych sytuacjach mozna sobie oszczedzi¢ rachunkéw przez proste operacje.

Zaltézmy, ze mamy niejednorodne warunki poczatkowe o specjalnej postaci:

u(0,2) =a, i?;;(o,a:) =0,

gdzie a,b € R to ustalone stale (plus pewne niejednorodne warunki brzegowe). Wtedy

rozpatrujac funkcje v(t, x) = u(t,z) — at — b mamy problem z jednorodnymi warunkami
poczatkowymi:

v(0,2) =0, ?;(O,l‘) =0



oraz wstawiamy do warunkoéw brzegowych
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majac krotsze rachunki (przypomne, ze uktady réwnan sa krotsze dla jednorodnych wa-
runkow poczatkowych).

Dalsze uwagi o metodzie Fouriera - wkrotce!!



