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0.1 Informacje wstepne cz. II.

Przez réwnanie rézniczkowe czastkowe rozumieé¢ bedziemy réwnanie zawierajace po-
chodne czastkowe pewnej funkcji niewiadomej wielu zmiennych (n > 1) w sposob
istotny.

Czyli nie sa takimi réwnaniami (np. u = u(t, z))

1. uy > kug,, (nier6wnosé)

2. w"(x) = 3w'(x) + 2, (jedna zmienna)

3. U + Uy + Wy = 0, (wiecej niz jedna funkcja niewiadoma)

4. (uy)® =3t +5, (nie ma pochodnych czastkowych w sposob istotny)

5. ﬁuz + ﬁum:ﬁ =0 (pusta dziedzina funkcji u).

Rzedem réwnania nazwiemy najwyzszy rzad pochodnej czastkowej wystepujacy w
rownaniu w sposob istotny, np.:

Kolejny krok, i to wcale nie najbardziej oczywisty, to uzgodnienie co bedzie uznawane
za rozwigzanie rownania. Nie bedziemy tego zbyt formalnie wprowadzaé, pozostaniemy
przy intuicji (ale poprawnej). Oczywiste podejscie, Ze to funkcja (wielu zmiennych) spet-
niajaca rownanie jest mozliwa, ale malo praktyczna: oznaczaloby, ze funkcja musi mieé¢
pochodne czastkowe wystepujgce w rownaniu i spetniajaca te réwnanie w pewnej dzie-
dzinie (réwnania). taka definicja jest mocno klopotliwa, bo wyklucza wickszos¢ metod
rozwiazywania takich rownan, ale bywa spotykana (rozwiazanie w szerokim sensie).

Zdecydowanie lepsze jest przyjecie definicji nastepujaco: to funkcja klasy C™, gdzie
n jest rzedem réwnania i spetniajaca rownanie w pewnej dziedzinie (rozwigzanie kla-
syczne.). To bardzie restrykcyjna definicja, ale pozwoli na zastosowanie wiekszosci metod
omawianych na wyktadzie. Wkrotce okaze sie, ze nawet zbyt restrykcyjna, co prowadzi
do uogolnionych rozwiazan (komentarze beda po metodzie Fouriera)...

Zauwazmy:
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nie moze mie¢ rozwigzan klasycznych np. w obszarze Q = R?, gdyz z postaci réwnania

wynikaloby, ze pierwsza pochodna z u nie jest ciggta, czyli u ¢ CV(R?). Z drugiej strony
funkcja u(z,y) = |x| jest rozwiazaniem w szerokim sensie rownania
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choé nie jest klasy C'M(R?).

Od tej pory jednak, gdy bedziemy mowili o poszukiwaniu rozwigzan, to beda one w
sensie klasycznym (o ile nie zastrzezemy inaczej w konkretnym zadaniu).

Jak rozwigzac¢ rownanie?

Jesli to byloby mozliwe, to najprostsza metoda rozwigzywania mogltaby by¢ metoda
bezposredniego calkowania:
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Wtedy oczywiscie (funkcje rowne, to catki rowne):
Ju
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5, & Y) dw:/(:ery) do = §x2+$y+F(y),

gdzie F jest dowolna funkcja zmiennej y (jesli szukamy rozwiazan klasycznych, to musimy
potozyé¢ funkcje klasy C(V).
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Podobnie da sie obliczyé¢ rozwiazania réwnan np. = 2 i podobne, ale juz nie

du 4 Ou _
Oz + Oy = u.

Druga metoda, ktora mozemy szuka¢ rozwiazan (ale na ogot nie wszystkich!!) jest me-
tode rozdzielania zmiennych. Polega na poszukiwaniu rozwiazan okreslonej postaci.
Najczesciej bedzie to suma np.

u(r,y) = X(z) +Y(y)

lub iloczyn np.
u(z,y) = X(z) - Y(y),

a funkcje sa odpowiedniej do rzedu réwnania klasy (i nie jest to zupelny przypadek,
ze akurat takie postacie). Pamietajmy: to nie musi da¢ wszystkich rozwiazan, a jedynie
wybranej postaci. Rozpatrzmy prosty przyktad:
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Calkowa¢ obustronnie nie mozemy (co bytoby po prawej stronie?). Wyprébujmy rozdzie-
lanie zmiennych (oba przypadki).
Suma: u(x,y) = X(x) + Y (y), czyli wstawiajac do rownania

X'(z)+0=X(z)+Y(y).

Rozdzielamy zmienne

X'(z) = X(z) =Y (y).

Kazda ze stron réwnania jest zalezna od innej zmiennej, a wiec jedyna mozliwoscia jest,
aby to byty funkcje state:



Mamy dwa rownania: X' — X = X oraz Y = \. Drugie natychmiast oznacza, ze Y jest
funkcja stala, a z pierwszego (réwnanie rozniczkowe zwyczajne liniowe):

X
X+

dx,

czyli catkujac obustronnie uzyskamy X (z) = C - e” — A\. Rozwiazaniami beda funkcje
postaci u(z,y) = X(z) +Y(y) = C-e* — A+ X = C - e* z dowolna stala C' (wlaczajac
Z€er0).

Hoczyn: wu(z,y) = X(z) - Y (y), czyli ponownie wstawiamy do réwnania:

Teraz natychmiast dostajemy albo Y(y) = 0, albo X'(z) = X (z), czyli jak poprzednio
X(x)=C-e".

Cwiczenie: rozwigzaé podang metodq rownania:
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Uwaga: jest oczywiste, ze mozna uzyska¢ dwie rozne klasy rozwiazan oboma pod-
stawieniami. wtedy warto pamietaé, ze jesli rownania sa liniowe, to kombinacje liniowe
rozwiazan takich réwnan tez sa rozwiazaniami, co moze zwiekszy¢ liczbe uzyskanych roz-
wigzan.

Zwroce jednak uwage, ze to nie sa wszystkie rozwiazania, a takimi réwnaniami
zajmiemy sie pozniej za pomocg metody charakterystyk...



