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0.1 Rozwiazanie podstawowe réwnania Laplace’a.

Kolejng z waznych metod rozwiazywania rownania zagadnien brzegowych dla
rownania Laplace’a (dla przypomnienia: rozwigzaniem ogdlnym jest zbior funk-
cji harmonicznych, nie ma wzoru analitycznego na ten zbior) jest wykorzystanie
jako punktu wyjscia do obliczenn pewnego specjalnego rozwigzania.

Jak juz wiemy, funkcje harmoniczne pozostaja takie przy pewnych zamia-
nach zmiennych zadanych przez macierz A = AB, gdzie A > 0 i B jest macie-
rzg ortogonalna. Metoda ta polega wiec na znajdowaniu specjalnego rozwiaza-
nia niezmienniczego wzgledem pewnych grup symetrii. Poniewaz rownanie La-
place’a jest niezmiennicze wzgledem obrotéw (macierz obrotu jest ortogonalna,
a nawet ortonormalna - czyli A = 1) to wydaje sie naturalne poszukiwanie
rozwigzan radialnych roéwnania Laplace’a, tj. zalezych tylko od odlegtosci od
zera

u(z,y) = o(r),
adzie r = /22 + 4%

Na bazie tego rozwigzania podstawowego skonstruujemy dalsze, ktore spet-
nig zadane warunki brzegowe.

Latwo wstawi¢ takie funkcje do rownania:
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Podobnie bedzie z pochodnymi wzgledem y.
UWAGA: tu warto zauwazy¢, ze ta metoda $wietnie sprawdza sie dla n-
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wymiarowych rownan Laplace’a, gdyz powyzsze obliczenia zajda dla kazdej
ze zmiennych z osobna i nie jest istotne, ze jest ich dwie. W odpowiednim
momencie pokazemy czym sie jednak beda rozni¢ przypadki n =2 in > 2!

Wstawiamy obliczone pochodne do rownania i dostaniemy jedno réwnanie
Zwyczajne:
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Au=0"(r) + ;UI(T).

a w przypadku n > 2
n—1

Au="(r) +

v'(r).
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Roéwnanie jest liniowe jednorodne, wiec tatwo go rozwiazujemy:
v(r)=Alnr + B,
dla n = 2 oraz
v(r) = Ar*" 4+ B

w przypadku n > 2.
Czyli
Alnr+ B ,dla n=2;

u(r) =
;+B ,dla n >3,
r

gdzie A i B sa dowolnymi statymi.
Skoro mozemy wybraé state, to zrobimy to w specjalny sposob i przyjmiemy
ich wartosci nastepujaco: B = 0, natomiast

A:_—ldlan:2 oraz A = .

dla n > 3,
27 n(n —2)a(n) anzs

gdzie a(n) oznacza objetos¢ kuli jednostkowej w przestrzeni R".

Zgodnie z tymi rozwazaniami przyjmujemy nastepujaca definicje rozwigzania
podstawowego.

Rozwigzaniem podstawowym réwnania Laplace’a nazywamy funkcje
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Koniecznie jednak trzeba zwrdci¢ uwage, ze ta funkcja nie jest okreslona w
zerze. Po prostu: nie istnieja rézne od statych rozwigzania réwnania Laplace’a
okreslone na calym R". A dlaczego? To juz zadanie domowe, prosze przypo-
mnie¢ sobie wtasnosci funkcji harmonicznych...

Moze warto tez dodaé, ze dla n = 2 rozwigzanie podstawowe E(x,y) =

1 1 . :
In ——= nazywamy potencjatem logarytmicznym, a dla n = 3 roz-

1
wigzanie podstawowe, czyli w postaci F(x,y,z) = —
& D yli w p (2,y,2) Py
wamy potencjatem newtonowskim. Postuzy nam do wyjasnienia doboru sta-
tych: umieszczajac w punkcie P(x, 4o, z0) tadunek elektryczny ¢ wytworzy on

pole elektryczne, ktorego potencjat u(z, y, z) w punkcie Q(z, y, z) jest okreslony
wzorem

nazy-

u(z,y,2) =q- E(x — 20,y — Yo, 2 — 20).
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I uwaga o przydatnosci metody: rownanie Poissona.
Au=f
z pewna funkcja f : R" — R. Dla kazdego ustalonego y € R" funkcja

z— E(r —y)f(y)

jest harmoniczna, podobnie jak skoriczone sumy takich wyrazen. Natomiast pod
pewnymi zatozeniami

u(x) = [ E(x—y)f(y) dy

jest rozwiazaniem rownania Poissona (ale oczywiscie nie jest harmoniczna).
Mamy bowiem twierdzenie:

"Jesli f € CZ(R"), to funkcja u dana powyzszym wzorem jest klasy
C?*(R"™) i spelnia réwnanie Poissona.

Podobnie - korzystajac z rozwiazania podstawowego rownania Laplace’a kon-
struujemy rozwiazania zagadnienia Dirichleta dla rownania Laplace’a (wiecej -
przy omawianiu metody funkcji Greena, ale to juz w wykracza poza ten temat
- patrz w sekcji "inne metody"...).



