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W metodzie Fouriera celem jednego z krokéw tej metody jest rozwigzanie
pewnego zagadnienia Sturma-Liouville’a, a w konsekwencji znajdujemy cigg wartosci
wiasnych i funkcji wtasnych. Wzgledem tych ostatnich bedziemy rozwijali funkcje w
szeregi Fouriera — o ile bedg to uktady ortogonalne (ortonormalne) zupetne i nie
zawsze bedg to uktady trygonometryczne. Kluczowy problem dla oceny poprawnosci
metody, to sprawdzenie pod jakimi warunkami uzyskane szeregi Fouriera sg zbiezne
i w jakim sensie. Teraz kilka stéw przypomnienia:

6 Przypomnienie o szeregach Fouriera

Sa to szeregi postaci
o0

Z An O,

n=0
gdzie {¢n : n € N} jest ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta H,
tzn. (On,Om) = 0 dlan # m i (dn,dn) = ||on]® = 1, a {a, : n € N} jest
ciagiem liczbowym (rzeczywistym, gdy H jest rzeczywista przestrzenia Hil-
berta) sumowalnym z kwadratem ) |a-n|2 < 0. Szereg taki jest zbiezny w

n
. . 2y L72 . . .
H, przy czym norma jego sumy wynosi (3 |a,|%) (szereg niekoniecznie
jest bezwzglednie zbiezny, np.: dla a, = % nie jest, a mimo to zawsze jest
absolutnie zbiezny w tym sensie, ze po dowolnej permutacji jego wyrazow
dostajemy szereg zbiezny do tej samej granicy).
Dla dowolnego elementu € H majac uklad ortonormalny {¢,} mozna

utworzy¢ szereg Fouriera
o0

Z (35: d)ﬂ) @n

n=0

Warunek , fourierowskosci” szeregu wynika z nieréwnosci Bessela
2 2
S 1@ da) < -
™

Szczegdlna role pelnia tzw. uklady ortonormalne zupelne, dla ktorych zacho-
dzi réwnos¢

T = Z (z, On) P (14) | Réwnosé!
']

sprzy

rzv kazdvm = € H.
przy ¥ kazdym x”
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W naszych rozwazaniach zwykle H jest przestrzeniag funkcji catkowalnych
z kwadratem na pewnym odcinku. Jezeli H = L? (—x,7) (lub L?(0,27)),
to standardowym ukladem ortonormalnym zupelmym jest rodzina funkcji

1 .3 1 . _ 1 . - . -
t— \/;blll nt, t — \/;cosnt, n=12..1t— ors (nie przejmujmy sie
kolejnoscia; jak zauwazyliSmy wceze$niej, nie ma ona znaczenia).
Nietrudno zauwazy¢, ze dla funkeji nieparzystej = : [—m, 7] — R znikaja

iloczyny skalarne

[ 1 r 1
/3: (t) - ﬁcos nt dt, /x (t) - Edt,

wiec szereg Fouriera takiej funkcji ma postac

o0

E ¢, sin nt.

n=1

Podobnie postacia szeregu Fouriera funkcji parzystej (dla trygonometrycz-
nego uktadu ortonormalnego) jest

o0
E Cn cosnt.
n=>0

Poniewaz kazda funkcje = : (0,7] — R calkowalng z kwadratem mozna
przedtuzy¢ na [—m, 7] jako funkcje parzysta (i podobnie — nieparzysta), ozna-

cza to, ze ciag t \/gsinnt, n = 1,2, ..., stanowi uklad ortonormalny

zupelny w L% (0, 7). Taki jest tez uklad funkcji ¢ +— \/gcos nt,n=12,...,

tH\/I.
™

Przy przejsciu do przedziatu (0,1) zamiast (0, 7) nalezy dokonaé przeska-
lowania. Ortonormalne sa uktady:

tH\/?jsin”i—”, n=12, ..,
t— \/%COS%t, n=12, .., t— \/%

Poza tymi ukladami pojawiaja sie tez inne: uklady ortonormalne zupelne
funkcji whasnych zagadnient Sturma-Liouville’a (por. wyklad z réwnan rézniczkowych

zwyczajnych). .,
o ., C e, . R Zbieznosé
Réwnosé (14) oznacza zbieznosé szeregu Fouriera w przestrzeni Hilberta jednostajnal
dg elemen.tg r. W I_laszym przypadku jest to zbieznosé¢ w sens.le _normy Szukamy
L*. Chociaz wszystkie wyrazy szeregéw sa klasy C*° (przy wymienionych funkji co
przykladach ukladéw ortonormalnych zupemych), to nie mozemy mie¢ pewnosci, | najmniej
czy suma takiego szeregu jest nawet funkcja ciagla. Aby tak bylo, nie wy- ciagtych, czyli
starcza zbieznoéé w sensie L?; potrzebna jest zbieznosé¢ jednostajna. rozwigzan
klasycznych.
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Dla przykladu szereg ——
© 4 szereg
E —sin (dn + 1)t Fouriera
n moze nie
n=>0 g
by¢ nawet
jest szeregiem Fouriera, ktéry dla ¢ = 7 nie jest nawet punktowo zbiezny. p;.“'ft°‘:"°
Podstawowym kryterium zbieznosci jednostajnej jest kryterium Weier- zblezny:

strassa:
Jezeli dla dowolnego n € N sup, |z, (t)] = M, i szereg liczbowy > M,
n

jest zbiezny, to szereg > x, (t) jest jednostajnie zbiezny.

T
Dla szeregow trygonometrycznych oznacza to bezwzgledna zbieznosé szeregu

wspblczynnikéw ) |e,| — oszacowanie |c,| < 2t nie wystarcza; ale juz
n
const A L4 : S : ; 4 S11TAYT ©F
< v i tak. Zbieznos¢ jednostajna gwarantuje tu cigglos$é sumy szeregu.
Jezeli x,, sa rézniczkowalne, to szereg pochodnych > 2/, (t) nie musi by¢
jednostajnie zbiezny nawet, gdy > x, (¢) jest. Jednak jesli dodatkowo szereg

pochodnych jest taki, to funkcja

z(t) = an(t)

Cn

jest rézniczkowalna i

HOEDPEAG

(por. wyktady z analizy matematycznej). Szeregi trygonometryczne sa wiec | Uwaga: rzad

zbiezne do funkcji klasy C*, jesli |c,| < $35E, € > 0. Ogdlniej: (rjr:ajoranty
a

Twierdzenie. Jezeli funkcje ¢, sa jednej z postaci sinn’t, cosnit, oraz | rozwiazan

cn| < €% dla kazdego n, gdzie ¢ > 0, a p = 2,3,..., to suma szeregu | klasycznych!

> end, () jest funkeja klasy CP~L.

Te twierdzenie jest przydatne przy badaniu rozwigzan klasycznych, dla réwnan
rzedu Il bytyby to funkcje klasy C@ spetniajgce rownanie (jak widac - potrzebne

bylyby majoranty rzedu 2 + € ).

str. 3



Twierdzenie . Jezeli funkcja x jest 2m-okresowa i klasy CP, to wspolczynniki
szeregu Fouriera wzgledem ukladu trygonometrycznego sin nt, cos nt, 1, spetniaja

| | < const
ol < \

np
gdzie ¢, jest wspétczynnikiem przy cosnt lub sinnt lub 1.

Dowdéd. Calkujac p-krotnie przez czesci dostajemy

™
1
lea| = —/:;:(t) cosnt dt
e
-
T
11 1 1 [,
= —|—x(m)sinnt — —x(—m)sin(—nw) — — [ ' (¢)sinntdt
~ | m)sinnm — o (<) sin (—nm) — - [ 0) st
-7
T T
1 () s 1 ®)
= — | [ 2 (t)sinntdt|=...=—| | 2 (t)cosntdt
™ mnP
T ™

(ewentualnie w ostatniej calce wystapi sinnt, gdy p jest liczba nieparzysta),
gdzie wykorzystaliémy réwnosci z (1) = z (—n), 2’ (7) = 2’ (—=7), ..., 2PV (1) =
=1 (—7). W rezultacie

1
|cn| < — - 2m - sup |2®) (t)| .

Poréwnajmy réznice w oszacowaniach w obu twierdzeniach. Wynika ona

z faktu, ze w obu przypadkach twierdzenia odwrotne nie sa prawdziwe —
nasze warunki nie sa zbyt subtelne (idealnych zreszta nie ma). Ta niedo- Jbienosci
godnos¢ jest jednym z licznych powoddéw, dla ktérych wprowadza sie pojecie jednostajne nie
rozwiazania uogolnionego réwnania rézniczkowego czastkowego, czy pochod- | s3 warunkami
nej uogolnionej. Te pojecia idealnie ,,pasuja” do zbieznosci w sensie normy | dostatecznymi!

Kryteria

L2

brak zbieznosci jednostajnej lub mozliwosci wykazania tego (kryteria?)
wraz z drugimi pochodnym uzyskanych szeregéw powoduje, ze nie ma (moze nie

by¢) rozwigzan w sensie klasycznym.

Problem ten rozwigzywany jest poprzez przyjecie nowych definicji rozwigzan (np.
rodzajéw zbieznosci uzyskanego szeregu tj. uogoélnionych rozwigzan, dystrybucje —

stabych rozwigzan itp. itd. ).
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