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Mieczystaw Cichon: za [Przeradzki],[Mierczynski]

O funkcjach specjalnych w rownaniach rézniczkowych:

Nie zawsze réwnania, ktére otrzymujemy w wyniku rozdzielnia zmiennych sg

tak proste jak liniowe o statych wspodtczynnikach. Znajdowanie uktadéw

fundamentalnych rozwigzan nie musi wiec prowadzi¢ do klasycznych uktadow

ortogonalnych, np. trygonometrycznych. Wtedy mogg by¢ potrzebne
informacje o funkcjach specjalnych. Rozpatrzmy rownanie:

Funkcje, ktora spehia ro réwnanie 1 warunki: g(0) =1, ¢’(0) = 0, a wiec

alp) =

nazywamy funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu 0 i oznaczamy .J,. Oto
wykres tej funkeji
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q"(p) + ;g"(p) +g(p) = 0.
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Zadanie: prosze
podac przyktad
rownania
(zagadnienia) w
ktérym — po
rozdzieleniu
zmiennych —
powstanie takie

réwnanie!




Jak wida¢ ma ona liczne miejsca zerowe. W podrecznikach z funkcji
specjalnych dowodzi sie, ze w istocie Jy ma ciag miejsc zerowych p,, — oo.
Jesli rozwiazanie f ma spetiaé¢ f(1) =0, to f(r) = CJy(p,r), gdzie C jest
dowolng statag. Wtedy rozwigzanie wyjsciowego problemu ma postac

o0

v(r,t) = Z Jo(pin1) (A €OS pipct + by, sin ppct) (21)

n=1

gdzie a,.b, sa stale. Stale te wyznaczymy teraz z warunkéw poczatkowych.
Udowodnimy najpierw warunek ortogonalnosci:

1
/ xJo(pnx)Jo(pmz)de =0, dla n #m.
0

Funkcja z — Jy(px) spelnia réwnanie
" 1 ! 2
u + Eu +pu=0.

Réwnanie to z g = p, mnozymy przez zJo(pmz), réwnanie z g = fm
mnozymy przez xJy(p,x), i oba odejmujemy stronami:
2

d? d
: (Jo(#-n:c)@mm:c) - Jawmx)—Ja(unx)) y

dx?

d d
(i) ()~ Tl - o)) +

T

+(uZ, — ) Jo(pm) Jo(pnz) = 0

lub zauwazajac, ze pierwsze dwa sktadniki sa pochodng iloczynu:
d . _

d
7o (002) ) = o) T ) +

""(P:Sn - #i)xJﬂ(#rnz)Jﬂ(#‘nm) =0.
Calkujac te réwnosé od 0 do 1 dostajemy teze.
Dla zainteresowanych: duzo wiecej informacji o funkcjach specjalnych i ich

zastosowaniu w teorii rownan rézniczkowych czastkowych na stronach
prof. J. Mierczynskiego:

http://prac.im.pwr.wroc.pl/~mierczyn/funkcje specjalne-2.pdf
http://prac.im.pwr.wroc.pl/~mierczyn/funkcje specjalne-3.pdf

Polecam —to wykracza poza nasz plan, ale bardzo dobrze ttumaczy istotnosé
tej metody!
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