Zasada superpozycji — rozktad problemu na jednorodne.

Tu zbierzemy informacje o jednej z metod pomocniczych po

zwalajgcych poszerzy¢

zakres stosowalnosci metody Fouriera na rownania niejednorodne oraz dla

niejednorodnych warunkéw brzegowych. Rozpatrzmy niejed

norodne réwnanie falowe

(z sitg wymuszajacg) z niezerowymi warunkami brzegowymi:

9 ] .27
Uy = C Ugpy + SIN 21 - SIn TI:

u(0,t) = A, u(l,t) = B,
| Ut (f U) = 0.

Uwaga: warunki brzegowe tj. dla
x=0 i x=Il sg niezerowe!

Warunki zgodnosci: ¢ (0) = A, ¢(I) = B. Nalezy szuka¢ rozwiazania w

postaci sumy
u(z,t)=v(x,t)+w(x).

Jesli w(0) = Aiw(l) = B, to warunki brzegowe na

funkcje v sa juz jed-

norodne. Jesli dodatkowo w” (x) = 0, to v spelnia réwnanie falowe. Zatem

nalezy wziac¢

Tu jest kluczowe podstawienie
pozwalajgce zamieni¢ niejednorodne
warunki brzegowe zAiB na
jednorodne (z zerami)!! M.in. v(0,t) =0

B - 14
w(xr)=A+ £ T
1 wtedy funkcja v musi spehiac
Uy = vy, + sin 2t - sin Z g,

]
v(0,t)=0=wv(lt),

v(z,0)=¢(z) —w(x), vy (z,0)
Stosujemy teraz metode Fouriera otrzymujac

nm

=0.

nm\ 2
A\, = — (_T) - (_f;;) = sin T;}:, n=12 ..

l

Poszukujemy wiec rozwigzania w postaci

nmw
Z Gp () sin —z.

Po wstawieniu do rownania rozniczkowego dostaniemy

- n
7
E an(t) qm—:r = —¢* E

n=1 n=1

nm
(t) sin 77 -
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sin 2t - sin Tr




Rozwijamy takze wzgledem uktadu f,, funkcje ¢ — w; wspdtezynnikiem przy

n jest
l

gf w (z)) sin P da.
l l
0

Szczesliwie niejednorodno$é w réwnaniu rézniczkowym i v; (z,0) nie wyma-
gaja juz rozwijania. Porownujac wspotczynniki przy f, dostajemy

'n,2:rr2c2
dla n # 2 oraz
472 c? )
()=~ () +sin2, @ (0)=cr g5 (0)=0.

W pierwszym przypadku

nmwe
gn (t) = ¢, cos Tt}

a w drugim po uzmiennieniu stalych

2me 2me
g2 (t) = a(t)sin %t + 3 (t) cos %t.

Z ukladu 5 5
c c
o (t)sin Tﬂt + 3 (t) cos %t =0,

2me 2me 2me
- (a’ (t) cos Tt — 3 (t) sin Tt) = sin 2t
wyznaczamy o' i 3"
! IR 2
o (t) = 5 sin 2t - cos <f°t,

B (t) = —5L sin2¢ - sin 2“15

Stad
[ 2me
g (t) = - sin 2s - sin - (t —s) ds
0

. 2m ) 27me
+avsin Tt + [ cos Tt.
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Z warunkéw poczatkowych go (0) = ¢a, g5 (0) = 0 wynika, ze f = ¢, @ = 0,
czyli ostatecznie

{ [ l

t

l 2re 27
—— [ sin2ssin — (t — s) ds - sin —ux.
T ome [ ° (=9 l
0

B—-A - nme, . nw
u(z,t) = A+ x+chcos—tsm—sf:
n=1

Nalezy jednak zauwazy¢, ze rozpatrywaliSmy problem z umocowanymi koncami

struny, gdy ich potozenie nie byto zmienne w czasie.

W sytuacji ogdlnej, gdy A i B sa funkcjami zmiennej ¢, nalezy poszukiwaé
rozwigzan w postaci

u(z,t) =v(z,t) +ro(x) At) +r(x)B(t).

Jesli chcemy, by warunki brzegowe na v byly jednorodne, musimy mieé
ro (0) =1, r,(0) =0 oraz ry (I) = 0, r; (I) = 1. To podstawienie jest mozliwe
dla A i B klasy C?, ale wybér g i r; jest juz prosty:

x x
?"(](iif):]_—?, n(x):?.

Dla ogélniejszych warunkow brzegowych

ug (0,1) +ru(0,1) = A(t),
ug (I,t) + su(l,t) = B(t),

nalezy uzy¢ innych funkeji liniowych zmiennej x w miejsce rg i ;.
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