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0.1 Rodzaje zagadnien brzegowych dla réwnan eliptycznych

Rozpatrzmy pewien zbior  C R? o skonczonej mierze Lebesgue’a. Dla
uproszczenia rozpatrzmy rownanie

— Au = du in , (1)
gdzie
ok 0*
N ... Y% _v.v
gzt TV Y

W teorii rownan eliptycznych niezmiernie wazne, ze wzgledu na zasto-
sowania, sg zagadnienie brzegowe. Np. rownanie Laplace’a spetnia dowolna
funkcja harmoniczna, jak juz wiemy jest ich duzo. Na ogot interesuje nas kon-
kretna funkcja speliajaca jakis warunek. Pytanie: jak go nalozy¢? To zalezy
przede wszystkim od modelu matematycznego zjawiska, ktore opisuje row-
nanie. Niemniej istotne jest czy i jak rozwigzac¢ takie zagadnienie: réwnanie
plus natozone warunki brzegowe...

W dalszym ciagu podzbior € bedzie otwarty i spojny (tzn. taki ze kazde
dwa punkty tego zbioru mozna polaczy¢ krzywa zawarta w tym zbiorze) i
takie zbiory nazywamy obszarami.

U= @, na 0f) = warunek Dirichleta

ou __ _ .

5 =, na 0f) warunek Neumanna (2)
% +bu=g,b € R nadf) = warunek Robina (mieszany, trzeci)

Zagadnienie Dirichleta (zagadnienie brzegowe pierwszego ro-
dzaju). Znalezé rozwiazanie rownania, ktore jest ciagte w domknieciu ob-
szaru €2 1 spelniaja warunek brzegowy u(z) = ¢(z) dla z € 99, gdzie
v : 02 — R jest zadana funkcja ciagta, a 02 brzegiem obszaru ).

Zagadnienie Neumanna (zagadnienie brzegowe drugiego rodzaju).
Zalozmy, ze brzeg 02 obszaru Q jest gladki (tzn. w kazdym punkcie
zbioru 02 istnieje plaszczyzna styczna). Znalezé rozwiagzanie rownania okre-
§lone w obszarze ), klasy C' w jego domknieciu i spelniajace warunek



du

ov
punkcie x,a ¢ : 02 — R zadang funkcja ciagla.

() = Y(x) dla z € 99, gdzie v jest normalna zewnetrzng do 02 w

Zagadnienie Robina (zagadnienie brzegowe trzeciego rodzaju).

Zmalez¢ rozwigzanie rownania w obszarze (2 spelniajace warunek aa—(a:) +
v

bu(xz) = g(x) dla x € 99, gdzie 0N jest brzegiem obszaru €2, a, b, g
sa danymi funkcjami okreslonymi na 02, v jest normalng zewnetrzna do

0.

Czasami trzeba tez rozpatrywac:

Czwarte zagadnienie brzegowe: ale polega to tylko na fakcie, ze na
roznych czesciach brzegu obszaru 0f) spetnione sa rozne warunki (z powyz-
szej listy).

Kluczowa wtasnosé:

Twierdzenie. Dla dowolnej funkeji ¢, zagadnienie Dirichleta dla rownania
Laplace’a posiada co najwyzej jedno rozwigzanie.

(to dosé oczywisty wniosek z zasady maksimum dla funkeji harmonicz-
nych)

Prosze przemysleé¢ (samodzielnie) co dzieje sie w zagadnieniu Neumanna,
dla réwnania Laplace’a ?
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