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0.1 Well-posed, ill-posed problems.

Zagadnieniem poprawnie postawionym nazywamy zagadnienie:

F(x,u,Du,...,D"u) =0,u:D — R"

wraz z warunkami brzegowymi
Au =G,
ktore spetnia nastepujace warunki:

1. Rozwiazanie réwnania istnieje w odpowiedniej wymaganej klasie regular-
nosci, np. klasyczne rozwiazania to C*(int(D)) N C°(OD).

2. W tej klasie rozwiagzanie jest jednoznaczne.

3. W tej klasie rozwiazanie jest stabilne, tj. jesli mamy takie same zagadnie-
nia z réznymi warunkami brzegowymi Aug = Gy, Auy = G oraz warunki
brzegowe sa “bliskie” |Gy — G1]| < €, to rozwiazania réwnan sa rowniez
“bliskie” ||ug — u1|| < e. Nazywamy taka sytuacje, ze rozwigzanie jest cia-
gle wzgledem warunkow poczatkowych.

Trzeci warunku definicji jest wprowadzony, bo gdyby w modelu matema-
tycznym opisujacym zjawisko fizyczne nie byto ciggtej zaleznosci rozwiazania
od warunkéw granicznych zadania, to praktycznie dwa jednakowe uktady wa-
runkow (gdy réznice, np. pomiarowe, miedzy nimi mieszcza sie w granicach
btedéw pomiarowych) mogtyby odpowiada¢ dwoém istotnie roznym przebiegom
zjawiska. Oznacza to, ze zjawisko nie bytoby wyznaczalne fizycznie.

Przyklad. Wyznaczy¢ funkcje harmoniczna u (x, y) spelniajaca rownanie
Laplace’a Au = 0 z warunkami u (x,0) = ¢ (x), ¥ (x) = 0.

Mozna sprawdzi¢ przez bezposrednie obliczenie pochodnych i wstawienie do
rownania, ze funkcja harmoniczna

1
u(z,y) = 3 sin Az cosh Ay

jest jego rozwigzaniem, a poniewaz zagadnienie Dirichleta ma co najwyzej jedno
rozwiazanie, to dla dowolnej wartosdci parametru A jest jego jedynym rozwiaza-
niem dla funkcji:

o (x) = isin)\x : Y (z) =0.



Poniewaz dla duzych wartosci A warunki graniczne r6znia sie dowolnie mato
od zera, wiec gdyby zagadnienie byto stabilne, to rowniez rozwiazanie powinno
by¢ bliskie zeru, ale tak nie jest. Nalezy jednak pamietaé, ze méwigc o stabilnosci
zagadnienia trzeba najpierw precyzyjnie okresli¢ co to znaczy, ze rozwigzanie
zagadnienia zalezy w sposob ciggly od warunkéow granicznych.

Zwracam uwage, ze dotychczas pokazywaliSmy co najwyzej istnienie i jedy-
nos$¢ (lub jej brak) rozwiazan. Nie oznacza to, ze sa poprawnie postawione!

Przyktlad - r6wnanie struny. Niech u; i us beda rozwigzaniami zagadnie-
nia struny drgajacej z warunkami poczatkowymi odpowiednio dla par funkcji

(¢1,%1) 1 (02, 12).

Zatozmy, ze dla wszystkich x € R zachodza nieréwnosci

o1 () — @2 ()] <8 1 |¢ (z) — o (2)] < 0.

Na mocy wzoru d’Alemberta mamy

(@) = (il — cf) + iz + ct))

2
1 rct 1 t x+c(t—r)
+ 203;_/@5 Yi(s)ds + QCo/drw_C([_r) f(s,7) ds

dlat=1,2.
Jesli rozwazaé bedziemy zmiany ksztattu struny w czasie [0, Tp], to réznice
pomiedzy rozwigzaniami uy 1 us Szacujemy

1
lug (z,t) —ug (z,t)] < 5 |1 (x4 ct) — o (z + ct)

1
+ Slea(@—ct) = g2 (@ - )
z+ct

o | () — wa(s)] ds

r—ct

1.1 1
54+ S5+ —2¢T6 =6 (1+T)) .
< 25+25+2cc05 d(1+Ty)

Ostatnia nieréwnos¢ oznacza, ze powyzsze zagadnienie jest stabilne. O ile bo-
wiem warunki poczatkowe zadania nie réznig sie o wiecej niz §, to roéwniez
rozwigzania w dowolnym ustalonym przedziale czasowym nie rézniag sie o wie-
cej niz o liczbe § (1 + Tp).

Oznacza to ciagly zalezno$é¢ rozwiazania od warunkéow poczatkowych, po-
niewaz 5111(% 0 (1+Ty) = 0. Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania struny jest

poprawnie postawione.



Przyklad - zagadnienie Zle postawione. Dla réwnania Laplace’a
Au=0

w obszarze () z warunkiem brzegowym typu Neumanna:

ou
o
na brzegu 0f) zagadnienie nie jest poprawnie postawione - nie ma nawet jed-

noznacznosci, gdyz kazda funkcja stata jest jego rozwigzaniem i to niezaleznie
od wyboru obszaru (...
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