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0.1 Zagadnienia wlasne.

Stanowi podstawe do oceny stosowalno$ci metody Fouriera rozdzielania zmiennych.

Cwiczenie 1. Rozpatrzmy zagadnienie dla réwnania czwartego rzedu (liniowe drgania
belki sprezystej)

Ut = —Uggzx

z warunkami brzegowymi
u(t,0) =0, u(t,1) =0, up(t,0) =0, uz(t,1) =0,u(0,z) =sinmz , u(0,2) = 0.
Nie bedziemy go rozwigzywac - zademonstrujemy tylko na tym przykladzie jak badaé

zagadnienia wlasne (Sturma-Liouville’a).
Badamy funkcje u(t,x) = T'(t) - X (z) i wstawiamy do réwnania:
T'(t) - X(2) = ~XW(x) - T(2)
i rozdzielamy zmienne
T XO(2)
T  X(x)

Jak juz wiemy - skoro obie strony sa funkcjami réznych zmiennych, to musza by¢ state, a
wiec:

() XW(x) _
Tt  X(x)

i uzyskamy dwa rownania
T't) = AXT(t) =0 , XW(z)+IX(z)=0.

Musimy wybraé ktore z nich wraz z warunkami brzegowymi tworzy zagadnienie Sturma-
Liouville’a i pozwoli wyznaczyé ciag funkcji wlasnych i funkeji wtasnych. Te ostatnie sta-
nowi¢ powinny uktad ortogonalny zupelny i postuzyé¢ do rozwinie¢ w szereg Fouriera (ale
to poza tym zadaniem...).

Cel zadania: znalez¢ (o ile istniejal) ciag wartosci wlasnych tego zagadnienia i od-
powiadajacy im ciag funkcji wtasnych - to one postuza do konstrukeji rozwiazania). To
ma by¢ cigg, a nie pojedyncza wartos¢, wiec bada¢ bedziemy warunek na statag A\, w calej
ogolnosci zalezy od réwnania.

Dla przypomnienia: wartosci wlasne zagadnienia to takie wartosci A dla ktorych ist-
nieja niezerowe rozwigzania rownania. W tej metodzie interesuja nas zagadnienia posia-
dajace ciag warto$ci wlasnych Ay < Ay < .... Kazdej z nich odpowiada doktadnie jedna
unormowana funkcja wtasna (tj. o normie 1).



Ze wzgledu na jednorodne warunki brzegowe badamy X (0) =0, X(1) =0, X"(0) =
0, X”(1) =0 (warunek 7'(0) X (z) = sin7ma nie moze postuzy¢ do wyznaczania wartosci
wlasnych). Badamy wiec zagadnienie:

XW 4 AX =0, X(0)=0, X(1)=0, X"(0)=0, X"(1) =0.

Poniewaz to rownanie liniowe IV rzedu o statych wspotczynnikach, to tworzymy wie-
lomian charakterystyczny

W(s)=s'+ A= (s>= V=) - (s>+ V=) =(5—51) (5= 52) - (5 — 53) - (5 — 54).

Ma on (oczywiscie) 4 pierwiastki (zespolone) sq, s9, $3, S4, a poniewaz wspotczynniki wie-
lomianu sa rzeczywiste, to sa to liczby rzeczywiste lub pary liczb zespolonych sprzezonych
(tak naprawde +/|\| oraz +/|\|7) . Rozwiazanie ogdlne jest postaci

X(x)=A; -+ By - e + O - 3% + Dy - e*
Mozemy wstawia¢ warunki brzegowe do tej postaci lub, korzystajac ze sprzezen par:
X(x):(A-cosfa:—l—B sm\/>x (C- cosh\/>x—|—D s1nh\/>
Ta druga wersja bedzie krotsza, skorzystamy z niej. Policzmy

X"z) =  —A-(JAD?-cos /|Mz — B - (\/|A\])? - sin /| |z

+ C- \r COSh\/7$+D \ﬂ)z-sinh\‘mx

Wstawiamy warunki brzegowe uzyskujac uktad rownan:

0=X(0) = A+C

0=X(1) = (A-cosf/W—I—B-sinm)—ir(C-cosh4|/\|+D-sinhf/m)
0=X"(0) = —A-({A)*+C- (YIA)?

0=X"(1) = A-(4|)\|)2-cos4|/\|—B-(4|/\|)2~Sin4| |+

C - ({/|A])? - cosh (/|| + D - (/| A])? - sinh /|

Przede wszystkim zauwazmy, ze z pierwszego i trzeciego z réwnan dostajemy A = C' = (!
Teraz uktad przyjmuje prostsza postac:

0=X(1) = B-sin(‘/\ | + D - sinh y/|A
0=X"(1) = -sin \/|A| + D - sinh /| A
Oczywiscie ani B, ani D nie moga by¢ zerami (byloby rozwigzanie zerowe). Stad

—Bsin {/|)|

sinh \‘m

D—



oraz
2B -siny/|\| = 0.

Z ostatniego rownania (oczywiscie B # 0):

4,4

/A =nm = [N =n'rm

dla n catkowitych. A poniewaz A < 0, to mamy ciag wartosci wlasnych (n - naturalne):

i odpowiada im cigg funkcji wlasnych
X, (z) = B -siny/| |z + D - sinh \/ |\, |z= Bsinnne + D sinhnra.

Zagadnienie wtasne zakonczone, sam przyktad réwnania czastkowego mozna zakonczy¢
samodzielnie...



