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0.1 Zadanie z metody d’Alemberta - ale nie dla réwnania struny...

Zadanie. Znalez¢ rozwigzanie nastepujacego zagadnienia:

0%u u 0

Oz oxdy ~—
u(x,0) =z
%Z(a:, 0) =0.

Rozwigzanie. To zagadnienie mozna rozwigza¢ metoda d’Alemberta. Pierw-
szym krokiem metody jest znalezienie rozwiazania ogbélnego. Réwnanie jest
hiperboliczne (ale NIE JEST réownaniem struny - gdyby ktos myslal, ze ta
metoda pozwala rozwigza¢ zagadnienia tylko dla tego rownania - por. tez
opublikowane zagadnienie z réwnaniem parabolicznym...).

Na tym przyktadzie pokazemy dwie mozliwosci: poprzez bezposrednie cat-
kowanie (tu akurat moznal) lub posta¢ kanoniczna. Zrobimy bardzo (7) do-
ktadnie i wyciagniemy wnioski...

Druga czesé (uktad rownan) bedzie rozwiazana wspolnie dla obu prob.

I. Bezposrednie catkowanie. Rownanie
v %u
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mozna obustronnie catkowa¢ wzgledem x - niektorzy autorzy lubia zapis
0 <8u 5’u> _0
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lub
(uy — uy)e = 0.

Po catkowaniu uzyskamy

z pewng funkcja D, zalezna tylko od y (faktycznie: klasy C®)). To réwnanie
rozniczkowe czastkowe I rzedu (liniowe niejednorodne). Rozwiazemy je. Tu



pozwolimy sobie na opuszczenie rozpisywania uktadu réwnan charakterystyk
i zapiszemy od razu ten uklad w postaci symetrycznej:

dfx_dy_ du
1 =1 Di(y)

Ma (prawie) natychmiast widoczne catki pierwsze:
Ci=z+y . Cy=D(y)+u

z funkcja dowolng D (klasy C®)). Stad F(x+1v, D(y) +u(z,y)) = 0 jest roz-
wigzaniem ogolnym tego rownania, czyli w postaci bezposredniej (z pewnymi
funkcjami G 1 G klasy C®)

u(z,y) = Gi(z +y) + Ga(y).

II. Postaé¢ kanoniczna. Teraz obliczamy

Alz,y) = — ‘_11/2 _3/2‘ =1/4>0.

Roéwnanie jest hiperboliczne, a jego rownanie charakterystyk jest postaci:
(dy)? + dx dy = 0.
Czyli dy = 0 oraz dy = —dz. Stad C = y 1 C5 = x + y. mamy podstawienie

§=y , n=z+y.

Zamieniamy zmienne w réwnaniu (troche skracamy tutaj rachunki...) i nie
wypisujemy klas funkcji dowolnych, ktore pojawia sie w rachunkach:
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Stad rownanie przyjmie postaé¢ (uprzedzam pytajacych - po pomnozeniu obu-
stronnym przez -1...)
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Catkujemy obustronnie najpierw wzgledem 7

ou

€ Eq(€)

i teraz wzgledem &
u(&,n) = Ea(§) + Es(n).

Wracamy do dawnych zmiennych

u(z,y) = Ex(y) + Es(z +y),

a wiec taka samg jak poprzednim sposobem... Pozostawmy symbole z te]
wersjl rozwiazania.

II1. Uklad réwnan. Najpierw obliczmy

ou
oy Ey(y) + E5(x + ).
Teraz uwzgledniamy warunki poczatkowe:

x = u(r,0) = E2(0) + Es(x)

du / /
0= 83/(%,0) = F5(0) + E5(x).

I teraz zauwazmy, ze problem nie ma jednoznacznego rozwigzania!
Kazda funkcja postaci

u(r,y) = +y+ Ea(y) — E2(0)

dla dowolnej funkcji F, klasy C'® spetniajacej warunek E5(0) = —1. Np.
Ey(y) = —y (u(x,y) = x), ale rowniez dla Fy(y) = —siny i wtedy u(z,y) =
r +y —siny itp.

Oczywiscie - metoda d’Alemberta dziata, a problem po prostu nie jest
poprawnie postawiony i to tu wykazaliSmy:.



