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0.1 Zadania rézne - postaé¢ kanoniczna.

Zadanie 1. Doprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie:

Upy + 2Uyy — Uy + 4uy +u = 0.

Rozwigzanie. Okreslimy typ (typy) rownania:

A@w%rﬂé%=—2<Q

czyli jest to réwnanie eliptyczne na calej ptaszczyznie R?. Réwnanie charak-
terystyk jest wiec postaci:

(dy)* +2(dz)* = 0,

czyli
dy )\
YY) yo=no.
(dx>
Podstawiamy t = g—g i uzyskamy trojmian 2 + 2 = 0. Jego wyréznik to A =
—8(= 4 - A), a wiec pierwiastki trojmianu (zespolone), to t; = —iv/2 oraz

ty = iv/2. Oczywiscie (dlaczego?) sa to liczby zespolone sprzezone. Wobec
tego wystarczy wybraé jedna z nich i uzyskamy

Zy = —iV2 = dy = —iv/2dz.
x

Catkujemy obustronnie uzyskujac:
y = —iv2x + C)
i catka pierwsza (zespolona) jest postaci
wi(w,y) =y +iv2e

(uwaga: gdybysmy rozpatrywali drugi z pierwiastkow trojmianu uzyskalibys-
my calke pierwsza sprzezona). Biorac czesé rzeczywista i urojong obliczone;
catki dostaniemy szukane dla celéw postaci kanonicznej podstawienie:

&=y ,  n=V2z



Liczymy pochodne czastkowe - do wstawienia do rownania (bez specjalnych
wzorow, tylko poprzez twierdzenie o pochodnej funkeji ztozonej)

Uy = g &+ - = V2,
Uy = =g Gyt Uy Ny = ug
Uy = = (Ug)z = (\/§ FUp)y = \/E(um? Mo+ Ugy - Ea) = 2y,
Uy = (uy)y = (ug)y = Une - 1y + Uee - § = e
i stad réwnanie jest w postaci

2y + 2uge — \/§u77 +4ug +u = 0.

Po podzieleniu obustronnym przez 2 uzyskujemy postaé kanoniczna, (przy-
pomne: wspotezynniki przy pochodnych rzedu IT w postaci kanonicznej musza
by¢ réwne 0 lub 1):

2 1
Uy + Uge — \g_u,, + 2ug + iu = 0.

Zadanie 2. Dane jest réwnanie
iy + 2(2% 4+ Y uyy + (22 + y*)uy, + dzu, + defu, = 0.

Okresli¢ typ rownania w obszarze Q = {(z,y) : = > 0,y > 0}. Jaki bedzie
typ tego réwnania po zamianie zmiennych na

E=2*+y*+4 , n=ux 7

Rozwigzanie. Okreslimy typ (typy) rownania:

2 (22 + ?)

Az, y) = — (:1:2—|—y2) (x2—|—y2)

= 2(2? +9°) — (2* +9°)? < 0,

w obszarze (). Rownanie jest eliptyczne w tym obszarze. Druga cze$¢ nie wy-
maga obliczania pochodnych! Zauwazmy, ze zamiana zmiennych jest trans-
formacja nieosobliwg;
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i w zadanym obszarze 2 mamy |J| # 0, transformacja jest nieosobliwa,
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wiec typ rownania (jako niezmiennik transformacji nieosobliwych) nie ulegnie
zmianie: pozostanie eliptyczne.



