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0.1 Metoda charakterystyk - zadanie.

Przykladowe zadanie typu “wymagalnego na kolokwium” - z pelnym
rozwiazaniem:

(Y+z+wu, +(z+z+w)u, + (@ +y+uwu, =x+y+ 2.

Niech v = U(x,y, z) oznacza jego pewne rozwiazanie. Podstawiajac: w = u —
U(x,y, z) i obliczajac jej pochodne wstawiamy je do rownania. Uzyskamy:

(y+z4+vww, + (x4 2z +w)w, + (x +y +v)w, + (. +y + 2)w, =0,

czyli réwnanie liniowe jednorodne.

Wprowadzajac nastepujce oznaczenia:
filz,y,z,u) =y + z4+u, folr,y,z,u) =2+ 2z + u,
f3(z,y,z,u) =+ y+u, glr,y,z,u)=c+y+z
uzyskamy uklad rownan charakterystyk:

o = filz,y,zu) = y+z+tu
y = folz,y,2,u) = z+2+u
7= f3(z,y,2,u) = x+y+u
v =g(r,y,z,u) = z+y+ 2

W postaci symetrycznej ma on postac:

dx dy dz du

y+z+u x+z+u xT+yd+u xTH+y+=z

Tak dla symetryzacji zmiennych dodalbym (mozna inaczej!!) -
metoda wspodtczynnikéw nieoznaczonych: ki = ky = k3 = kg = 1:
de. dy dz  du  dlx+y+z+u)
y+z+u vH+z+u xrytu v+ytz 3ty ztu)

Nie mozna jeszcze znalez¢ pary dajacej réwnanie rozniczkowe.

Proponowane (nie moje...) wspétezynniki do dopisania to ky = —1, ke = 1, k3 =
ks = 0 daja:
de. dy dz  du  dlx+y+zt+u) dy-—=z)

y+z+u rH+z+u ctrytu ztyt+z 3atytztu) —(y—1)



Oczywiscie ostatnia para daje tatwe réwnanie rézniczkowe ds/s = dt/(—t), gdzie
s=x4+y+z+uoraz t = y —x. Rozwiazujemy je i przywaracamy zmienne
x,y, z,u uzyskujac catke w(z,y, z,u).

Analogiczne pary kolejnych zmiennych daja kolejne calki pierwsze wo, ws3. (przy-
pomne tez o postaci rozwiazania ogdlnego i POWROCIE do réwnania quasi-
liniowego!).

Uwaga: potrzeba 3 calek pierwszych niezaleznych réwnania liniowego jed-
norodnego. Istnieje pewne ryzyko: jezeli ktos nie zauwazyl mojego pierwszego
wyrazenia, to dodajac do postaci symetrycznej tylko takie pary uzyska:

dx B dy B dz B du B
yt+z+u x+z+u_a:+y+u_a:+y+z_
dly—=z) _d(z—y) _ d(u—z)
—(y—2) —(z-y) —(u—2)

Ale stad mamy tylko 2 calki pierwsze niezalezne! 1 tak trzeba by szukaé

trzeciej... Uwzgledniajac wczesniej dodany element ukladu réwnan bedzie jednak
trzy:
dz+y+z+u) dy—z) dz—y) _ du-—-z)
r+y+ztu) —-(y—z2) —(2—y) —(u—=z
ds dt dr  d§
3s -t -1 £
z oczywistymi podstawieniami zmiennych s, ¢, 7 oraz £. Teraz mamy juz réwnania,
rozniczkowe o zmiennych rozdzielonych i wyliczamy:

w1(87t77_7€) =S 'tg ) w2(37t77-7§) - S°T3 ) w3(87t777€) =S '537

czyli po powrocie do zmiennych wyjéciowych:

wi(z,y, 2z,u) = (x+y+2+u) (y—2)°,

wa@,y, z,u) = (z+y+2+u)- (2 —y)°,

wy(z,y, 2,u) = (r +y+z+u) - (u—2)>
Rozwiazanie ogdlne to
w(z,y, z,u) = F((x+y+z4u)-(y—2)°, (x+y+z4+u)-(2—y)3, (x+y+2+u)-(u—2)>)
dla funkcji F klasy C") na odpowiednim obszarze.

Niezaleznosé tych calek prosze sprawdzi¢ samodzielnie...



