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0.1 Rozwiazane zadanie...

Rozwiaze przyktadowo zadanie z zestawu, gdzie rownanie jest niejednorodne z
warunkami jednorodnymi. Tak przy okazji pokaze, ze proponowane przyktady
sa naprawde nieskomplikowane i specjalnie dobrane, aby byty krotkie...

Zestaw 1 - zadanie 2. Mamy réownanie (niejednorodne):

5 . Tx
ut:aum—bu—ksmT

7z warunkami brzegowymi (jednorodnymi):
u(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0)=0.

Rozwigzanie. Poniewaz rownanie jest niejednorodne, to najpierw zbadamy
zagadnienie z rownaniem jednorodnym

Uy = a*ype — bu ,u(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) =0.

Rozdzielamy zmienne: szukamy funkcji postaci u(z,t) = X(z) - T(t). Wsta-
wiamy do rownania:

T'(t) - X(2) = a’X"(z) - T(t) — bX(z) - T(t),
czyli po rozdzieleniu zmiennych

) , ,_ X"
™ T X

Obie strony zaleza tylko od jednej (i réznej) zmiennej, wiec s state:

), X'

T Y X(w) =N

Mamy dwa réwnania, a po wykorzystaniu warunkow brzegowych u(0,t) =
X(0)-T(t) =0, czyli X(0) =0 i analogicznie (X () =0

A
X'=5X =0, X(0)=0, X(1)=0.

Rozwigzmy je: wielomian charakterystyczny to W(s) = s — a%, a wiec uktad

L . VA, . A : ) :
fundamentalny rozwigzan jest postaci e« ® i e~ "o ¥ czyli rozwigzanie
YA _
X(zx)=A-ea"+B-e ",
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Skoro X(0) =0to 0= A- e?0 + B e %0, a wiec A4+ B = 0 i ostatecznie
B =—A. Czyli X(z) = A- (egx — e~ a ). Z drugiego warunku brzegowego
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Xl)=0=A- ((2%1 — e_gl). Skoro A # 0 (bo wowcezas X (x) = 0), to
e%l — e_%l =0
2T _1=0.

Jesli bytoby A > 0 to rownie miatoby tylko zerowe rozwiazanie, czyli odpada, a
wiec warunkiem istnienia ciggu wartosci witasnych jest A < 0. Wtedy powyzsze
rownanie jest postaci

V=X7.;
62 allzl

1 ma ono rozwiagzania
V=2

a

2 [ =2mn

dla n catkowitych. Mamy wiec ciag réznych wartosci wlasnych (n - naturalne)

m2a’n?
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Ze wzgledu na postaé funkcji tworzacej niejednorodnosé w réwnaniu korzystnie;j
bedzie uzy¢ postaci trygonometrycznej rozwigzania:

A= —

V=2 V—=A
x+ D -sin (
a a

X(x) =C - cos x)

czyli z warunku X (0) = 0 wynika C' = 0 oraz

X(x) =D -sin (

a z),

a 7z wyliczonymi warto$ciami wlasnymi uzyskamy cigg funkcji wlasnych:

X, (x) = D, -sin n;r

Teraz wrocimy do zagadnienia (wstawiamy wartosci wlasne):
(T,) +(b—\,)-T,, =0, T(0) =0.
Roéwnanie jest o zmiennych rozdzielonych, a wiec
T =N\ =b) - t+E, = T,(t)=E,- ™"

gdzie F), jest stata dowolna.



Szukamy wiec rozwigzan postaci

o0 00 00 _An
w(z,t) = 3 up(z,t) = Y X,(2) - T,(t) = Y EuD,, - sin ( z) - e
n=1 n=1 n=1 a
czyli
= . [(nTx (=aa?
u(:c,t) = Z E, D, -sin T e 2
n=1

Zauwazmy, ze X/ () = —"F

R
Wracamy do réwnania niejednorodnego i rozwijamy funkcje g(x)

=sin ™t w

I

szereg Fouriera wzgledem wyliczonego uktadu funkcji wtasnych. Bez specjalnych
WZOTOW:

T s nmwx
sin— = Y a, - sin ——
[ =1 [
z oczywistym a; = 1, ap =0dla k > 1...

Liczymy pochodne czastkowe (zakladamy, ze mozemy...) i wstawiamy do
rOwnania:

nil X, () - T(1) — a? i X!(w) - T(t) — b i X, () - To(t) = X, ().
Stad

oo

> X(@)- Ti()

— i X"(2) - Ty(t) — b i X, (z) - Ty(t)

Ostatecznie (pozostate T}, musza by¢ zerowe...):

Ti(t) + (azlf + b) Ti(t) = 1.

Rozwiazujemy réwnanie (liniowe!). Uzmienniamy stala: rownanie jednorodne

a2772 a27'r2
ma rozwigzanie Ty (t) = E-e”UF 0 cayli Ty (t) = E(t)-e~"Z D! wstawiamy
do pelego rownania i obliczamy uwzgledniajac T1(0) = 0:

Ti(t) = a27r21 ‘ <1 — e_(aj§2+b)t> .

p b
Rozwigzanie jest wiec postaci

. X 1 _<r1r2§2 +b)t
u(z,t) =sin— - 55— (1—¢e \1 :
) l a
Mozna byto krocej, ale nie cheiatem nic “zauwazac”... (niebieskie czesci mozna

2
7+
oczywiscie opusci¢ lub nie rozpisywac).
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