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Metoda rozdzielania albo separacji zmiennych, zwana tez metoda Fouriera, jest jedng
z najstarszych metod rozwiazywania réwnan rézniczkowych czastkowych.

Polega ona na prébie wyznaczenia rozwiazania danego réwnania w postaci kombinacji
funkcji o mniejszej ilosci zmiennych. Jak juz wiemy, najczesciej szukamy rozwiazania w
postaci sumy lub iloczynu funkcji. W szczegdlnodci, jesli szukane rozwiazanie u jest
funkcja zmiennych z i ¢, , to rozwiazania tego mozemy szuka¢ w postaci iloczynu dwoch
funkcji z ktorych jedna jest funkcja zmiennej x, a druga zmiennej t.

Metoda ta jest szczegdlnie przydatna, jesli szukamy rozwiazania w zbiorze ograniczo-
nym o zadanych wartosciach na brzegu obszaru (w przypadku przedziatow nieskoriczonych
prowadzi to raczej do metod opartych o transformacje - a to poza naszym kursem...).

Na ogé6t podajemy ja odrebnie np. dla rownania struny ograniczonej i od-
rebnie dla réwnan eliptycznych. W tym materiale zrobimy to raz, ale - jak
zawsze - zwracajac uwage na warunki KONIECZNE stosowalnosci metody.

Zinterpretujemy to ponizej rozwazajac réwnanie struny ograniczonej jednorodnej o
jednorodnych warunkach brzegowych.

Rozwazmy réwnanie struny

Uy = @Uyy, 0<z<l, t>0, (1)

z warunkami brzegowymi u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0
oraz warunkami poczatkowymi u(x,0) = o(x), u(z,0) =(x),

0
Przyjmujemy przy tym (tzw. warunki zgodnosci), ze ¢(0) = ¢(I) =0, ¥(0) =¢(l) =

Na poczatku (jak sie okaze to trzeba uogoélni¢) szukamy rozwiazania w postaci
u(z,t) =T(t)X(x).

Podstawiajac ostatnia funkcje do réwnania (1) otrzymamy 7" () X (z) = a*T () X" (z).
Przyjmujac, ze T #0 i X # 0 mozemy ostatnie rownanie przeksztalci¢ do postaci
L7T"(t)  X"(x)
a2 T(t) X(x)°

Poniewaz lewa strona zalezy tylko od ¢, za$ prawa strona tylko od =z, zatem oba
ilorazy musza by¢ rowne statej (! Warunek stosowalnosci metody). Oznaczajac te stata
przez A prosze nie wierzy¢, ze mamy juz teraz znac jej znak - dyskusja o stalej - pozniej!),
ostatnia réwnos$¢ mozemy zapisa¢ w postaci dwoch réwnan:

T"(t) — X\a*T(t) =0, X"(x) —AX(z)=0. (2)

Ponadto z warunkow brzegowych (wstawiamy, zauwazmy, ze mozemy to zrobi¢ TYLKO
dla jednego z rownan, drugim zajmiemy sie pozniej) wynika natychmiast, ze

X(0)=0, X()=0. (3)



Mamy zagadnienie Sturma-Liouville’a: rownanie rézniczkowe zwyczajne 11 rzedu z wa-
runkiem "brzegowym"(dwupunktowym). Cel: znalezé (o ile istnieja!) ciag wartosci wha-
snych tego zagadnienia i odpowiadajacy im ciag funkcji wlasnych - to one postuza do
konstrukeji rozwiazania). To ma by¢ ciag, a nie pojedyncza wartosé, wiec bada¢ bedziemy
warunek na statag A. Dla réwnania struny oznacza to badanie znaku, ale w catej ogélnosci,
to zalezy od réwnania. Dla przypomnienia: warto$ci wlasne zagadnienia to takie warto-
sci A dla ktorych istnieja niezerowe rozwiazania roéwnania. W tej metodzie interesuja nas
zagadnienia posiadajace ciag wartosci wlasnych Ay < Ay < .... Kazdej z nich odpowiada
doktadnie jedna unormowana funkcja wlasna (tj. o normie 1).

Zrobimy to troche bardziej uniwersalnie niz w typowych podrecznikach. Ogolnie: mu-
simy rozwiaza¢ badane zagadnienie II rzedu. Tu jest ono o stalych wspoétczynnikach, wiec
wielomian charakterystyczny (przypomnieé¢ sobie metode!) jest postaci

B —XA=0

co oznacza, ze ma dwa pierwiastki k; = VA 1 ke = —v/\. Pytanie: czy to liczby rzeczywiste
czy zespolone? To istotne pytanie. Uktad fundamentalny rozwiazan ma oczywiscie postac:
M7 oraz -e2® czyli rozwiazanie ogolne

X(:U):A-eklx—l—B~ek”:A-eﬁ‘”—i—B-e*ﬁ‘x.

7 warunkoéw brzegowych uzyskamy 0 = X(0) = A- eV + B. eV = A 4+ B oraz
0=X()=A-e" 4 B¢V Cyyli B=—Aistad 0= B (VM — e VM) Ale B#0
(bo wtedy A = —B =01 X(x) = 0 - sprzecznos¢, bo szukamy niezerowych rozwiazari).
Stad: eVA _ e=VAL = ) dalej mnozac obustronnie przez eV uzyskamy e2VN = 1.

Jasne, ze dla A > 0 mamy tylko jedno rozwiazanie (wyktadnik zerowy!). Pozostaje
rozwazy¢ A < 0 (dopiero to jest moment, kiedy cos mozemy stwierdzi¢ o statej A, a nie
od poczatku “zauwazmy, ze..."!!).

Catos¢ poprzedzmy uwaga, ze mozemy - podobnie jak wyzej rozwigza¢ rownanie z
funkcja T'(t): rownanie charakterystyczne

K — Xa? =0

da rozwigzania T(t) = C - -eV2% 4 D . ¢=VAaz,

Typowa metoda uproszczenia sobie zapisu jest skorzystanie ze wzoréw Eulera i zastg-
pienie funkcji z uktadu fundamentalnego przez funkcje trygonometryczne.

Rozwiazania maja wowczas postac T'(t) = C, cos(Aat)+D, sin(Aat),X (z) = A. cos(Az)+
B, sin(Az) (state maja inny symbol niz wyzej, bo uwzgledniaja wzory Eulera, ale to nadal
state dowolne!). Latwiej (77) bedzie rozwiazywaé¢ uklady réwnan (uwaga: mozna pozo-
sta¢ przy dawnej postaci, w wielu przypadkach to nawet konieczne). Dla uproszczenia
zapisu pominmy dalej “gwiazdki":

T(t) = Ccos(Aat) + Dsin(Aat), X(x)= Acos(Ax)+ Bsin(\x).
Z warunku X (0) = 0 wynika, ze A = 0, a warunek X(I) = 0 daje réwnosc

sin(Al) = 0, ktora jest speliona dla Al = n - m, czyli A, = ?, n € N. Wartosci te



nazywamy wartosSciami wlasnymi. Zauwazmy, ze tylko dla takich warto$ci A moze
istnie¢ - i istnieje - szukane rozwiazanie!! (mamy spetniony warunek dla metody: ciag
wartosci whasnych i odpowiadajacych im funkcji wlasnych X, (z) bedacych uktadem or-
tonormalnym zupelnym).

A co jesli nie zmieniliSmy postaci na trygonometryczna? Nie ma problemu: mielidmy
réwnanie e2YA = 1. Dla A < 0 oznacza to €2V = 1. a przypomne (ze wzoréw Fulera),
ze e = 1 oznacza y = 2n7 i dalej jak poprzednio...

Dla n € N polozmy T,(t) = C, cos(#t) + D, Sm(gt)’ Xo(z) = A, sin(?m)
oraz
up(z,t) = <AnC’n cos(@t) + A, D, Siﬂ(T%)) sin(nlix) (4)

(indeksy n oznaczaja, ze dla kazdej wartosci wlasnej A, stale sa inne.

Zauwazmy, ze tak okreslona funkcja wu, jest rozwiazaniem réwnania (1), spetnia wa-
runki brzegowe, ale na ogdt nie spetnia warunkéw poczatkowych!!

Mamy zatem spelnianie warunkéw stosowania metody: dato si¢ rozdzieli¢ zmienne
(dwa roéwnania), jedno z nich bylo zagadnieniem Sturma-Liouville’a i znalezlismy jego
ciag (!) wartosci wlasnych ()\,) i funkcji wlasnych (X,,) tworzacych uktad ortonormalny
zupelny. Teraz musimy skorzysta¢ z drugiego z rownan i warunkéw brzegowych.

Aby to wykonaé¢ na ogdt (patrz powyzsza uwaga) nie wystarcza funkcje u,,, wiec siega
sie po szereg Fouriera (tu: samych sinusow, ale ogolnie: nawet szeregi Fouriera z wagami...)!

u(z,t) = iun(a:,t). (5)

Ogolna idea: rozwinaé¢ funkcje wystepujace w warunkach brzegowych i dobraé¢ wspot-
czynniki w funkcjach u,,.

Zalozmy, ze szereg po prawej stronie jest jednostajnie zbiezny jak réwniez szereg pierw-
szych i drugich pochlodnych jest jednostajnie zbiezny do odpowiedniej pochodnej z funk-
cji wu. . Przy przyjetych zatozeniach pochodne szeregu sa réwne szeregowi pochodnych, a
funkcja w spelnia rownanie (1) oraz warunki brzegowe.

> nm
Oczywiscie u(z,0) = > A,C, Sin(Tx).
n=1
Zatozmy dalej, ze funkcje ¢ mozna rozwinaé w szereg Fouriera (sinusow) w przedziale

[0,1]
o(x) = 2_:1 ap sin(nllx)

(doktadniej: szereg Fouriera wzgledem uktadu ortonormalnego funkeji wtasnych!!),

2
gdzie (patrz: wzory Fouriera) o, = 7/ ©(s) sin(?s)ds.
0

Zauwazmy, ze pierwszy z warunkow poczatkowych wu(z,0) = ¢(x) jest speliony, jesli
A,C, = a, (réwnosé szeregow Fouriera), czyli

l
A,C, = ?/ ©o(s) sin(nTﬂs)ds.
0



W celu zapewnienia drugiego z warunkéw poczatkowych nalezy policzy¢ pochodng z
funkcji v wzgledem t (o ile to wykonalne).

gu(% t)=>_ W( — A,Cy sin(@t) + AnD, cos(mt)> sin(nl:c).
ot n=1 l l l
Stad Sufa,0) = 3= 74, D, sin(").

n=1

Rozwijajac funkcje 1 w szereg Fouriera wzgledem uktadu funkcji wlasnych (tu: si-

nuséw) otrzymamy ¢(z) = > f, sin(?x), gdzie 3, = 7/ W(s) sin(?s)ds.
n=1 0

nam
Zatem drugi z warunkéw poczatkowych jest spetniony, jesli TAnDn = 0, , czyli

9
A,D, = e (s) sm(Ts)ds
Ostatecznie:
u(z,t) = > [l/ (go(s) sin(nljs))ds cos(néﬂt)%—
n=1 0

+ 2/ol (¢(s) sin(?s))ds sin(n;‘mt)] sin(nTﬂx).

UWAGI dodatkowe:

A A,.D
Kladac p, = \/(AnCn)2 + (A,Dy)?,  cos(@,) = nCn’ sin(@,) = —/——, o, =
Pn Pn
[ nam . /T
P, otrzymamy u,(z,t) = p, cos (T(t — gpn)) sin (Tx)

Funkcja wu, opisuje drgania harmoniczne (tzw. n-ta harmoniczna) odpowiadajace
nm

wartosci wtasnej A, = , przy czym wystepujace tu wielkosci maja nastepujaca inter-

2
pretacje fizyczna:
pnsin(—zx) — amplituda drgania n -tej harmonicznej;

[

nam yay . : . .
w, = — — czestotliwodé drgania n -tej harmoniczne;.

l

T
Pamictajac ze a?> = — , gdzie T oznacza sile naprezenia a p gesto$é, otrzymamy
P

@T
I\ p

m |T
Czestotliwo$¢ w; = —/— odpowiada tzw. dzwickowi podstawowemu (zwanemu tez
P

l
pierwsza harmoniczna). Jest to dzwiek najsilniejszy. Melodia struny zalezy natomiast od
dalszych dZzwickéw uzupelniajacych.
Jesi A/Ch =...=A4,..C,,_1 =0 oraz Ay\D; =---=A,_1D,,_1 = 0, natomiast
A,C, #0 lub A,D, # 0, dzwiek podstawowy odpowiada czestotliwosci w,. Wynika



stad, ze dzwiek struny zalezy od warunkoéw poczatkowych wu(z,0) = p(z), w(z,0) =
(x) oraz wielkosci [, T i p.

Na zakoriczenie zasygnalizuje ograniczenia metody (zalozenia byly wskazywane na
czerwono, funkcje poczatkowe spelniaja zatozenia...). I najwazniejsze: w miejsce funkeji
ktadlismy odpowiadajgce im szeregi Fouriera. Ale przeciez funkcja nie musi by¢ réwna
swojemu szeregowi Fouriera!!

Zainteresowanych prosze o sprawdzenie JAKIE zalozenia musi spetnia¢ funkcja, aby ta
wlasnos¢ zachodzita. Na zakonczenie tej czesci prosze o zwrocenie uwagi, ze uzyskana taka
metoda funkcja u(t, z) w ogolnym przypadku wcale nie musi by¢ rozwiazaniem wyjscio-
wego zagadnienia (problemy z rozniczkowalnoscia szeregow funkcyjnych!!)! To prowadzi
do nowej klasy rozwigzan (juz nie: klasycznych), dla ktérych ta metoda ma szersze zasto-
sowanie. Ale tu potrzeba dystrybucji zamiast funkcji (rozwiazania stabe)...

Uwaga konicowa: metoda §wietnie sprawdza si¢ np. w réwnaniu Laplace’a

’u  O%*u -

2 "o =

z warunkami Dirichleta: zmienne sie rozdzielaja itd. To istotne, bo do réwnan eliptycz-
nych nie da si¢ zastosowa¢ metody d’Alemberta. Ale o tym: nieco pdzniej (i ciekawsze
przyklady)...



