
SZEREGI I TRANSFORMATA
FOURIERA

JACEK DZIUBA�SKI

Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wrocªawskiego

Wrocªaw 2009.

1



SZEREGI I TRANSFORMATA FOURIERA 1

1. Szeregi Fouriera - wprowadzenie

1.1. Funkcje trygonometryczne. Podstawowe wªasno±ci.

(1.1) sinx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1,

(1.2) cosx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n,

Funkcje sin i cos s¡ okresowe o okresie 2π.

(1.3)
d

dx
sinx = cosx,

d

dx
cosx = − sinx.

Funkcja wykªadnicza

(1.4) ex = exp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
.

Funkcj¦ wykªadnicz¡ de�niujemy dla z ∈ C tym samym bezwzgl¦dnie zbie»nym
szeregiem

(1.5) ez = exp(z) =
∞∑
n=0

zn

n!
.

�wiczenie 1.1. Do samodzielnego sprawdzenia. Udowodnij, »e dla z, z1, z2 ∈
C mamy

(1.6) ez1+z2 = ez1ez2 .

(1.7) ez̄ = ez

St¡d ex+iy = exeiy. Wstawiaj¡c do wzoru (1.5) z = ix mamy

(1.8) eix =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
= cosx+ i sinx.

Z (1.8) wyprowadzamy wzory Eulera

(1.9) cosx = <eix =
eix + e−ix

2
, sinx = =eix =

eix − e−ix

2i
.

�wiczenie 1.2. Do samodzielnego sprawdzenia. Sprawd¹ czy umiesz zas-
tosowa¢ (1.6) i (1.9) do wyprowadzenia wzorów na funkcje trygonometryczne
sumy i ró»nicy k¡tów.
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1.2. Wielomiany trygonometryczne. Mimo, »e z punktu widzenia zastosowa«
w �zyce interesuj¡ nas gªownie funkcje o warto±ciach rzeczywistych, jednak z
matematycznego punktu widzenia, wygodniej jest rozwa»a¢ funkcje o warto±ci-
ach w C.
Wielomianem trygonometrycznym nazywamy funkcj¦ postaci

(1.10) W (x) = a0 +
N∑
k=1

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
,

gdzie an, bn ∈ C.
�wiczenie 1.3. Do samodzielnego sprawdzenia. Udowodnij, »e ka»dy wielo-

mian trygonometryczny mo»na przedstawi¢ w postaci

(1.11) W (x) =
∑
|k|≤N

cke
ikx,

gdzie ck ∈ C. Odwrotnie, ka»da funkcja postaci (1.11) jest wielomianem try-
gonometrycznym.

Funkcje postaci (1.11) tworz¡ algebr¦ zespolon¡ samosprz¦»on¡ (tj. je±li W
jest elementem algebry, to W̄ jest tak»e.
�wiczenie 1.4. Funkcje postaci (1.10), gdzie ak, bk ∈ R tworz¡ algebr¦

rzeczywist¡.
�wiczenie 1.5. Udowodnij, »e wielomiany trygonometryczne zespolone

tworz¡ zbiór g¦sty w zbiorze funkcji ci¡gªych o warto±ciach zespolonych okre-
sowych o okresie 2π. Podobnie funkcje postaci (1.10), gdzie ak, bk ∈ R tworz¡
zbiór g¦sty w zbiorze funkcji ci¡gªych o warto±ciach rzeczywistych o okresie 2π.

Uwa g a 1.12. Zamiast funkcji 2π�okresowych mo»na rozwa»a¢ funkcje 1�okresowe.
Wówczas odpowiednie jednomiany trygonometryczne maj¡ posta¢ cos(2kπx),
sin(2kπx), e2kπx. Przej±cie od jednych wielomianów do drugich jest jedynie
prost¡ zamian¡ zmiennych.

1.3. Motywacja - równanie ciepªa. Rozwa»my okr¡g o promieniu 1 zro-
biony z drutu. W chwili t0 = 0 w ka»dym punkcie eix okr¦gu temperatura
drutu wynosi u0(x). Zakªadaj¡c, »e nie ma wymiany ciepªa mi¦dzy drutem i
otoczeniem temperatura punktowa drutu b¦dzie si¦ zmienia¢ w czasie, d¡»¡c
do wyrównania. Oznaczmy temperatur¦ drutu w punkcie eix w czasie t ≥ 0
funkcj¡ u(t, x). Speªnia ona równanie ciepªa

(1.13)
∂

∂t
u(t, x) = c

∂2

∂x2
u(t, x)

z warunkiem pocz¡tkowym u(0, x) = u0(x) (funkcj¦ u traktujemy jako funkcj¦
okresow¡ zmiennej x). Przyjmijmy, »e c = 1.
Spróbujmy rozwi¡za¢ zagadnienie w przypadku, gdy u0(x) = sin(kx). Za-

uwa»amy, »e funkcja u(t, x) = e−tk
2

sin(kx) jest rozwi¡zaniem naszego zagad-
nienia. (Tego, »e jest to jedyne rozwi¡zanie nie b¦dziemy teraz dyskutowa¢).
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�wiczenie 1.6. Rozwi¡za¢ zagadnienie ciepªa w przypadku, gdy

u0(x) = a0 +
N∑
k=1

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
jest rzeczywistym wielomianem trygonometrycznym.
�wiczenie 1.7. Rozwi¡za¢ zagadnienie dla u0 postaci (1.11).

Idea rozwi¡zania zagadnienia równania ciepªa dla u0 ∈ C(T) jest nast¦puj¡ca.
Przybli»y¢ u0 ci¡giem wielomianów trygonometrycznych. Rozwi¡za¢ zagadnie-
nie dla ci¡gu przybli»e«. Oczywi±cie nasuwaj¡ si¦ nast¦puj¡ce pytania.
1. W jaki sposób dla u0 znale¹¢ ci¡g Wn przybli»e« wielomianami trygonom-

etrycznymi?
2. Czy ci¡g un(t, x) rozwi¡za« równania ciepªa z warunkami pocz¡tkowymi

Wn(x) d¡»y do �czego±"? Je±li tak, to czy granica jest rozwi¡zaniem dla
warunku pocz¡tkowego u0(x)?

1.4. Reguªy ortogonalno±ci. .
Pytanie. Czy ukªad funkcji 1, cosnx, sinnx, n = 1, 2, 3, ... na T, jest liniowo

niezale»ny? Podobnie czy ukªad einx, n ∈ Z jest liniowo niezale»ny?

Twierdzenie 1.14. Funkcje (2π)−1/2einx, n ∈ Z tworz¡ ukªad ortonormalny,
to jest

(1.15)

∫ 2π

0

1√
2π
einx

1√
2π
e−imx dx = δn,m

gdzie δn,m = 1, gdy m = n, δn,m = 0 w przeciwnym wypadku.

Dowód . Dowód pozostawiamy jako proste ¢wiczenie. tu

Wniosek 1.16. Funkcje einx, n ∈ Z tworz¡ ukªad liniowo niezale»ny.

Twierdzenie 1.17. Funkcje 1√
2π
, 1√

π
cosnx, 1√

π
sinnx, n = 1, 2, 3, ... tworz¡

ukªad ortogonalny na T. S¡ wi¦c liniowo niezale»ne.

Dowód . Dowód pozostawiamy jako ¢wiczenie tu
Z powy»szych twierdze« wynika nast¦puj¡ca metoda obliczania wspóªczyn-

ników wielomianu trygonometrycznego. Mianowicie, je±li W (x) jest wielomi-
anem trygonometrycznym, to

(1.18) W (x) =
∑
n∈Z

cne
inx,

gdzie

(1.19) cn =
1

2π

∫ 2π

0

W (x)e−inx dx

Zauwa»my, »e w przypadku wielomianu trygonometrycznego powy»sza suma
ma sko«czenie wiele skªadników.
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�wiczenie 1.8. Podaj wzór na wspóªczynniki wielomianu trygonometrycznego
postaci (1.10).

1.5. Szeregi Fouriera. Z funkcj¡ ci¡gª¡ f 2π�okresow¡ mo»emy zwi¡za¢ sz-
ereg funkcyjny

(1.20)
∑
n∈Z

cne
inx,

gdzie

(1.21) cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inx dx.

Liczby cn nazywamy wspóªczynnikami Fouriera i oznaczamy cn = f̂(n). Przez
zbie»no±¢ szeregu (Fouriera) (1.20) rozumiemy zbie»no±¢ ci¡gu sum cz¦±ciowych∑
|n|≤N f̂(n)einx

Naturalnym jest pytanie, dla jakich funkcji f szereg Fouriera tej funkcji jest
zbie»ny? Jaki jest rodzaj zbie»no±ci (jednostajna, punktowa, ...)? Je±li tak, to
czy f jest granic¡ tego szeregu?

1.6. �wiczenia.
�wiczenie 1.9. Musisz by¢ oswojony z nast¦puj¡cymi wzorami

ex+iy = ex(cos y + i sin y)

|ez| = e<z

Ka»d¡ liczb¦ zespolon¡ z 6= 0 mo»na zapisa¢ jako z = reiθ, gdzie r > 0 jest
wyznaczone jednoznacznie, θ jest wyznaczone jednoznacznie (mod 2π).
�wiczenie 1.10. Udowodnij, »e je±li f klasy C2 na R jest rozwi¡zaniem

równania ró»niczkowego

f ′′(t) + c2f(t) = 0,

to istniej¡ staªe a, b, »e

f(t) = a cos ct+ b sin ct.

Wskazówka. Rozwa» funkcje g(t) = f(t) cos ct−1
c
f ′(t) sin ct, h(t) = f(t) sin ct+

1
c
f ′(t) cos ct.

�wiczenie 11. Wyka», »e operator Laplace'a

∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

we wspóªrz¦dnych biegunowych wyra»a si¦ wzorem

∂

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

�wiczenie 12. Wyra¹ wspóªczynniki an i bn poprzez wspóªczynniki cn we
wzorach (1.10) i (1.11).
�wiczenie 13. Udowodnij, »e dla f 2π�okresowej klasy C1 mamy limn→∞ |an|+
|bn| = 0, lim|n|→∞ |cn| = 0.
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2. J¡dro Dirichleta

2.1. J¡dro Dirichleta. Oznaczmy przez sn n-t¡ sum¦ cz¦±ciow¡ szeregu Fouri-
era funkcji f na T
(2.1)

sn(x) =
∑
|k|≤n

f̂(k)eikx =
∑
|k|≤n

1

2π

∫ π

−π
f(t)e−ikteikx dt =

1

2π

∫ π

−π
f(t)

( ∑
|k|≤n

eik(x−t)
)
dt

Oznaczaj¡c

(2.2) Dn(x) =
∑
|k|≤n

eikx

mamy

sn(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)Dn(x− t) dt.

Dla funkcji u, v na T operacj¦
∫ π
−π u(t)v(x − t) dt nazywamy operacj¡ splotu

(lub splotem) i oznaczamy u ∗ v(x). Zatem

sn(x) =
1

2π
f ∗Dn(x).

Obliczmy sum¦ sko«czonego szeregu pot¦gowego wyznaczaj¡cego Dn(t).

Dn(t) =
n∑

k=−n

eikt = e−int
2n∑
k=0

eikt

= e−int
ei(2n+1)t − 1

eit − 1
=
ei(n+1)t − e−int

eit − 1

(2.3)

Mno»¡c licznik i mianownik przez e−it/2 i stosuj¡c wzory Eulera mamy

(2.4) Dn(t) =
sin(n+ 1

2
)t

sin t
2

Zauwa»my, »e j¡dro Dirichleta Dn jest funkcj¡ parzyst¡ i ma przedªu»enie w
zerze do funkcji ci¡gªej; Dn(0) = 2n+ 1. Ponadto

(2.5)

∫ π

−π
Dn(t) dt = 2π

�wiczenie 2.1 Wyka», »e
∫ π
−π |Dn(x)| dx ≥ c lnn. Niech 0 < c′ < c.

Udowodnij, »e istniej¡ funkcje ci¡gªe fn, |fn| ≤ 1, »e
∫ π
−πDn(x)f(x) ≥ c′ lnn.

Wskazówka. |Dn(x)| ≥ c sin((n+1/2)x)
|x| .

Pytanie. Czy szereg Fouriera funkcji ci¡gªej f jest zbie»ny do f? Odpowied¹:
nie zawsze. Istniej¡ funkcje ci¡gªe których szeregi Fouriera s¡ rozbie»ne. Za-
jmiemy si¦ tym zagadnieniem w dalszej cz¦±ci wykªadu.
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2.2. Jednoznaczno±¢ szeregu Fouriera.

Twierdzenie 2.6. Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ caªkowaln¡ tak¡, »e f̂(n) = 0
dla wszystkich n ∈ Z. Wówczas f(t0) = 0 dla wszystkich t0 b¦d¡cych punktami
ci¡gªo±ci f .

Dowód . Mo»emy zaªo»y¢, »e f jest funkcj¡ rzeczywist¡ i t0 = 0, f(0) = 1
skonstruujemy rodzin¦ wielomianów trygonometrycznych pk(t), »e

∫ π
−π pk(t)f(t) dt

jest ci¡giem rozbie»nym (z drugiej strony jest to ci¡g zerowy na mocy zaªo»e-
nia). Z ci¡gªo±ci f w 0 mamy f(t) > 0,5 dla |t| ≤ δ dla pewnego δ > 0.
Niech

p(t) = ε+ cos t,

gdzie ε > 0 jest tak maªe, »e |p(t)| < 1 − ε/2 dla δ ≤ |t| ≤ π. Niech teraz
δ > η > 0 b¦dzie takie, »e p(t) > 1 + ε/2 dla |t| < η. Niech pk(t) = p(t)k.
Mamy

∫ π
−π f(t)pk(t) dt = 0. Z drugiej strony∫ π

−π
f(t)pk(t) dt =

∫
|t|≤η

f(t)pk(t) dt+

∫
η<|t|≤δ

f(t)pk(t) dt+

∫
δ<|t|≤π

f(t)pk(t) dt.

Zauwa»my, »e pierwszy skªadnik jest wi¦kszy od η(1+ε/2)k, drugi jest dodatni,
a trzeci d¡»y do zera. tu

Wniosek 2.7. Je±li f jest funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e f̂(n) = 0 dla wszystkich n,
to f = 0.

Wniosek 2.8. Je±li f jest funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e
∑

n |f̂(n)| < ∞, to f(t) =∑
n f̂(n)eint.

�wiczenie 2.2 Zaªó»my, »e f jest klasy C2 na T. Wówczas |f̂(n)| ≤ C|n|−2.
Zatem jej szereg Fouriera jest do niej zbie»ny. Jak zachowuj¡ si¦ wspóªczynniki
Fouriera funkcji klasy Ck?
�wiczenie 2.3. Rozwa»my funkcj¦ nieparzyst¡ f na [−π, π] zde�niowan¡

dla t > 0 wzorem f(t) = t(π − t). Naszkicuj wykres f . Oblicz jej szereg
Fouriera. Czy jest on zbie»ny? Do czego?
�wiczenie 2.4. To samo dla funkcji f(t) = 0 dla |t| > δ, f(t) = 1 − |t|/δ

dla |t| ≤ δ.
�wiczenie 2.5. Wyka», »e ∑

n≥1 nieparzyste

1

n2
= π2/8,

∞∑
n=1

1

n2
= π2/6.

W tym celu rozwa» jak w poprzednich ¢wiczeniach funkcje f(t) = |t|. Oblicz
jej wspóªczynniki Fouriera. Zapisz szereg w postaci sin i cos. Do czego on d¡»y?
Podstaw t = 0.
�wiczenie 2.6. Zaªó»my, »e f, g, h s¡ 2π�okresowe i caªkowalne. Wówczas
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f ∗ (g + h) = (f ∗ g) + (f ∗ h)

(cf) ∗ g = c(f ∗ g) = f ∗ (cfg)

f ∗ g = g ∗ f
(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

f ∗ g jest funkcj¡ ci¡gª¡ dla f, g ∈ L2

f̂ ∗ g(n) = 2πf̂(n)ĝ(n).

�wiczenie 2.7. Rozwi¡» równanie Laplace'a ∆u = 0 na pasie

S = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y}

z nast¦puj¡cymi warunkami brzegowymi:

u(0, y) = 0 dla 0 ≤ y

u(1, y) = 0 dla 0 ≤ y

u(x, 0) = f(x) dla 0 ≤ x ≤ 1

gdzie f jest dan¡ funkcj¡ f(0) = f(1) = 0.
Wskazówka. Napisz f(x) =

∑∞
n=1 an sin(nπx). Rozwi¡» zagadnienie dla

fn = sin(nπx).
�wiczenie 2.8. J¡dro Poissona. Rozwi¡» zagadnienie Dirichleta na dysku

jednostkowym D = {|(x, y)| < 1} dla danej funkcji f na brzegu. To znaczy
znajd¹ funkcj¦ F (x, y) na D harmoniczn¡ w D, tj. ∆F = 0 i równ¡ f na
brzegu. Zaªó» na pocz¡tku, »e f jest bardzo regularna.
Wskazówka. Funkcje r|n|eint s¡ harmoniczne (wspóªrz¦dne biegunowe � ¢wicze-

nie 1.11). Rozwi¡zuje ona zagadnienie Dirichleta z funkcjami brzegowymi eint.
Rozwi« funkcj¦ brzegow¡ w szereg Fouriera.
Przedstaw rozwi¡zanie w postaci F (r, θ) = c

∫ π
−π f(t)P (θ − t, r) dt. Wylicz

funkcje P . Nosi ona nazw¦ j¡dra Poissona.

3. Równo±¢ Parsevala i najlepsza aproksymacja.

3.1. Iloczyn skalarny. Zakªadamy, »e poj¦cie iloczynu skalarngo i normy zde�n-
iowanej przez iloczyn skalarny jest znane.
Niech H b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad C z iloczynem skalarnym 〈 , 〉.

Mówimy, »e wektory ej tworz¡ ukªad ortonormalny, gdy 〈ej, ek〉 = δj,k, ‖ej‖2 =
〈ej, ej〉 = 1.

�wiczenie 3.1. Udowodnij nierówno±¢ Schwarza

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖

Twierdzenie 3.1. Niech en b¦dzie ukªadem ortonormalnym w przestrzeni H z
iloczynem skalarnym 〈x, y〉. Dla ustalonego x niech cm = 〈x, en〉. Niech

sn =
n∑

m=1

cmen
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i niech

tn =
n∑

m=1

amem.

Wówczas

‖x− sn‖2 ≤ ‖x− tn‖2.

Ponadto równo±¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy cm = am.

Dowód .

〈x, tn〉 =
n∑

m=1

cmām.

‖tn‖2 =
n∑

m=1

|am|2.

Z ortonormalno±ci ukªadu mamy

‖x−tn‖2 = ‖x‖2−
∑

cmām−
∑

c̄mam+‖tn‖2 = ‖x‖2−
∑
|cm|2+

∑
|am−cm|2.

Ostatnie wyra»enie osi¡ga minimum, gdy am = cm. Je±li podstawimy am = cm,
to otrzymamy tez¦. Ponadto mamy

n∑
m=1

|cm|2 ≤ ‖x‖2.

Ostatnia nierówno±¢ nosi nazw¦ nierówno±ci Bessela. tu

Wniosek 3.2. Je±li ukªad ortonormalny ej jest liniowo g¦sty, to znaczy kom-
binacje liniowe ej tworz¡ zbiór g¦sty w H, to

(3.3) ‖x‖2 =
∑
j

|cj|2.

Równo±¢ ta nosi nazw¦ równo±ci Parsevala. Przestrze« zupeªna z iloczynem
skalarnym nosi nazw¦ przestrzeni Hilberta. Ukªad ortonormalny liniowo g¦sty
nosi nazw¦ bazy Hilbertowskiej lub krótko bazy (nie myli¢ z baz¡ liniow¡).

D owód . Ustalmy ε > 0. Niech ‖x−
∑N

j=1 ajej‖ < ε. Wówczas∥∥∥∥∥x−
N∑
j=1

cjej

∥∥∥∥∥ ≤ ‖x−
N∑
j=1

ajej‖ < ε.

St¡d

0 ≤ ‖x−
N∑
j=1

cjej‖ = ‖x‖2 −
N∑
j=1

|cm|2 < ε.

tu
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�wiczenie 3.2. Równo±¢ Parsevala dla szeregów Fouriera. Je±li f ∈
L2(−π, π), (dla studentów nie znaj¡cych caªki Lebesgue'a mo»na zaªo»y¢, »e f
jest funkcj¡ ci¡gª¡) mamy

lim
N→∞

∫ π

−π
|f(t)−

∑
|n|<N

f̂(n)eint|2 dt = 0,

∫ π

−π
|f(t)|2 dt = 2π

∞∑
n=−∞

|f̂(n)|2,

gdzie f̂(n) s¡ zadane przez (1.21).

Wniosek 3.4. Lemat Riemanna-Lebesgue'a Je±li f jest funkcj¡ caªkowaln¡
na T, to lim|n|→∞ f̂(n) = 0.

Dowód . Dla sªuchaczy nieznaj¡cych caªki Lebesgue'a. Niech f b¦dzie funkcj¡
ograniczon¡ caªkowaln¡. Wówczas

∑
n |f̂(n)|2 = C

∫ π
−π |f(t)|2 dt. St¡d wynika

lemat.
Dla studentów znaj¡cych caªk¦ Lebesgue'a. Niech f ∈ L1(T). Ustalmy ε > 0.

I niech g ∈ C(T) b¦dzie taka, »e
∫ π
−π |f − g| dt ≤ ε. Wówczas |ĝ(n)| < ε dla

|n| > Nε. Ponadto, |f̂(n)− ĝ(n)| ≤ C
∫ π
−π |f − g| dt < Cε. St¡d teza. tu

�wiczenie 3.3. Zastosuj równo±¢ Parsevala i funkcje f(t) = |t| do obliczenia
sum

∑∞
n=0(2n+ 1)−4,

∑∞
n=1 n

−4.
�wiczenie 3.4. Udowodnij, »e

∫∞
0

sinx
x
dx = π

2
. Wskazówka. Zastosuj wzór

na j¡dro Dirichleta i zauwa», »e funkcja 1
sin t/2

− 2
t
jest ci¡gªa na (−π, π).

�wiczenie 3.5. Udowodnij, »e je±li f jest funkcj¡ caªkowaln¡ ograniczon¡
maj¡c¡ pochodn¡ w t0, to jej szereg Fouriera zbiega do niej w t0.
Wskazówka. Niech t0 = 0. Zapisz

sn(0)− f(0) =
1

2π

∫ π

−π
(f(−t)− f(0))Dn(t) dt =

1

2π

∫ π

−π
G(t)tDn(t) dt

dla,pewnej funkcji G, jakiej?.

4. J¡dro Fejera.

4.1. �rednie Cesaro. Niech c0 + c1 + c2 + ... =
∑∞

k=0 ck b¦dzie szeregiem
liczbowym. Niech sn =

∑n
k=0 ck b¦dzie sum¡ cz¦±ciow¡. Zbie»no±¢ szeregu

to zbie»no±¢ sn. Zauwa»my, »e szereg
∑∞

k=0(−1)k jest szeregiem rozbie»nym.
Sumy cz¦±ciowe tworz¡ ci¡g 1,0,1,0,1,... Kto± mo»e "intuicyjnie"powiedzie¢, »e
"granic¡"tych liczb jest 1

2
. Nadajmy temu precyzyjny sens. Rozwa»my ±rednie

arytmetyczne sum cz¦±ciowych

σN =
s0 + s1 + ...+ sN−1

N
.

Je±li szereg σN jest zbie»ny, to mówimy, »e szereg
∑
cn jest sumowalny metod¡

Cesaro.
�wiczenie 4.0. Zbadaj sumowalno±¢ metod¡ Cesaro szeregu

∑∞
k=0(−1)k
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4.2. J¡dro Fejera. Rozwa»my ±redni¡ arytmetyczn¡ j¡der Dirichleta

Kn(x) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Dk(x).

Kn nosi nazw¦ j¡dra Fejera.

Twierdzenie 4.1.

Kn(x) =
1

n+ 1

1− cos(n+ 1)x

1− cosx

Dowód . Zauwa»my, »e (eix − 1)Dn(x) = ei(n+1)x − e−inx. St¡d

(n+1)Kn(x)(eix−1)(e−ix−1) =
n∑

m=1

(ei(m+1)x−e−imx)(e−inx−1) = 2−ei(n+1)x−e−(n+1)x.

Ostatecznie

Kn(x) =
1

n+ 1

2− 2 cos(n+ 1)x

2− 2 cosx
.

tu

Wniosek 4.2. Kn(x) ≥ 0 oraz
∫ π
−πKn(x) dx = 2π.

�wiczenie 4.1. Udowodnij, »e dla ka»dego ε > 0 mamy

lim
n→∞

∫
ε<|x|<π

Kn(x) dx = 0.

Twierdzenie 4.3. Je±li f jest funkcj¡ ograniczon¡ caªkowaln¡ ci¡gª¡ w t0, to

lim
n→∞

1

2π
f ∗Kn(t0) = f(t0).

Dowód . Zostawiamy jako �wiczenie 4.2. Zastosuj wskazówk¦ z ¢wiczenia
3.5. tu

Wniosek 4.4. Je±li f jest funkcj¡ ci¡gª¡ 2π okresow¡, to 1
2π
f ∗Kn d¡»y do f

jednostajnie.

Jest to przepis na przybli»anie funkcji ci¡gªych wielomianami trygonome-
tryczny.
Oznacza to, »e szereg Fouriera

∑
n f̂(n)eint funkcji f (ograniczonej) jest

sumowalny metod¡ Cesaro do f w punktach ci¡gªo±ci.
�wiczenie 4.2. Zaªó»my, »e {an}∞n=1 i {bn}∞n=1 s¡ ci¡gami liczb zespolonych.

Niech Bk =
∑k

n=1 bk, (B0 = 0).
a) Udowodnij wzór na sumowanie przez cz¦±ci

N∑
n=M

anbn = aNBN − aMBM−1 −
N−1∑
n=M

(an+1 − an)Bn.
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b) Wywnioskuj kryterium Dirichleta zbie»no±ci szeregu: je±li sumy cz¦±ciowe
szeregu

∑
bn s¡ ograniczone, a an maleje monotonicznie do zera, to

∑
anbn jest

zbie»ny.
�wiczenie 4.3. Niech f(x) = (π − x)/2 dla 0 < x < π b¦dzie funkcj¡

nieparzyst¡ 2π okresow¡. Wyznacz jej szereg Fouriera. Udowodnij, »e jest on
zbie»ny w ka»dym punkcie, mimo, »e funkcja nie jest ci¡gªa.
�wiczenie 4.4. Udowodnij, »e∫ π

−π
|f(t)− 1

2π
f ∗Kn(t)|2 dt→ 0

dla funkcji f ∈ L2 przy n→∞.

5. J¡dro Poissona.

5.1. �rednie Abela. Dla szeregu liczbowego
∑∞

k=0 ck i 0 ≤ r < 1 rozwa»amy
sum¦

A(r) =
∞∑
k=0

ckr
k.

Nosi ona nazw¦ ±redniej Abela. Mówimy, »e szereg jest sumowalny metod¡
Abela, gdy granica

lim
r→1

A(r) = s

istnieje.
�wiczenie 5.1. Wyka», »e szereg 1 − 2 + 3 − 4 + 5 − ... jest sumowalny

metod¡ Abela, a nie jest sumowalny metod¡ Cesaro.
Mo»na wykaza¢, »e zbie»no±¢ poci¡ga sumowalno±¢ w sensie Cesaro, sumowal-

no±¢ w sensie Cesaro poci¡ga sumowalno±¢ w sensie Abela.

5.2. J¡dro Poissona. Rozwa»my szereg Fouriera funkcji f

f(θ) ∼
∞∑
−∞

f̂(n)einθ =
∞∑
−∞

ane
inθ

Zde�niujmy ±rednie Abela

Ar(f)(θ) =
∞∑

n=−∞

r|n|ane
inθ.

Wówczas

Ar(f)(θ) =
∞∑
−∞

r|n|
( 1

2π

∫ π

−π
f(t)e−int dt

)
einθ

=
1

π

∫ π

−π
f(t)

( ∞∑
−∞

r|n|ein(t−θ)
)
dt

(5.1)

Zde�niujmy j¡dro Poissona wzorem

Pr(θ) =
∞∑
−∞

r|n|einθ.
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Wówczas

Ar(f)(θ) =
1

2π
f ∗ Pr(θ).

Twierdzenie 5.2.

Pr(θ) =
1− r2

1− 2r cos θ + r2
.

Dowód . �wiczenie 5.2. tu
�wiczenie 5.3. Wyka», »e Pr > 0 i

∫ π
−π Pr(t) dt = 2π.

�wiczenie 5.4. Wyka», »e dla ka»dego δ > 0 mamy

lim
r→1

∫
δ<|t|<π

Pr(t) dt = 0.

Wniosek 5.3. Je±li f jest funkcj¡ ograniczon¡, to

Ar(f)(t0)→ f(t0)

dla t0 b¦d¡cego punktem ci¡gªo±ci f .

Dowód . �wiczenie 5.5. tu

Twierdzenie 5.4. Dla funkcji f, g caªkowalnych ograniczonych w sensie Rie-
manna na T (L2(T) w sensie Lebesgue'a) mamy∫ π

−π
f(t)g(t) dt = 2π

∑
n

f̂(n)ĝ(n).

Dowód . Dowód wynika z nast¦puj¡cej równo±ci dla iloczynu skalarnego (ze-
spolonego)

〈x, y〉 =
1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2)

oraz z równo±ci Parsevala. tu

Nie ka»dy zbie»ny szereg trygonometryczny jest szeregiem Fouriera funkcji
ograniczonej caªkowalnej w sensie Riemanna (¢wiczenie 5.19). Podamy teraz
inny przykªad szeregu trygonometrycznego nie b¦d¡cego szeregiem Fouriera
funkcji ograniczonej caªkowalnej.
Niech f(t) b¦dzie funkcj¡ nieparzyst¡ na [−π, π] równ¡ i(π − t) dla t > 0.

Wiadomo, »e jej szeregiem Fouriera jest∑
n6=0

eint

n
.

Rozwa»my szereg ∑
n<0

eint

n
.
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Wspóªczynniki Fouriera szeregu s¡ sumowalne z kwadratem. Gdyby szereg ten
byª szeregiem Fouriera funkcji ograniczonej g, to

Ar(g)(0) =
∑
n<0

r|n|

n
= −

∞∑
n=1

rn

n
,

który rozbiega do −∞ przy r → 1−. Z drugiej strony

|Ar(g)(0)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|g(t)|Pr(t) dt| ≤ sup

t
|g(t)|.

�wiczenie 5.6. Niech f(x) = χ[a,b](x) b¦dzie funkcj¡ charakterystyczn¡
odcinka [a, b] ⊂ [−π, π].
a) Znajd¹ szereg Fouriera funkcji f .
b) Wyka», »e je±li a 6= π lub b 6= π i a 6= b, to szereg ten nie zbiega absolutnie

w »adnym punkcie x.
c) Wyka», »e szereg zbiega w ka»dym punkcie.
�wiczenie 5.7. Stosuj¡c lemat R-L wyka», »e dla funkcji f klasy Ck 2π�

okresowej mamy |f̂(n) = o(|n|−k), tj. |f̂(n)|n|k → 0, gdy |n| → ∞. Jest to

wzmocnienie udowodnionego juz na ¢wiczeniach faktu |f̂(n) = O(|n|−k), tj.
|f̂(n)|n|k jest ograniczone.
5.8. Niech f , fk b¦dzie ci¡giem funkcji caªkowalnych w sensie Riemanna na

[−π, π] takim, »e ∫ π

−π
|fk(x)− f(x)| dx→ 0

przy k →∞. Wyka», »e f̂k(n)→ f̂(n) jednostajnie wzgl¦dem n przy k →∞.
5.9. Udowodnij, »e je±li

∑
cn zbiega do s, to jest zbie»ny w sensie Cesaro do

s.
5.10. Udowodnij, »e je±li

∑
ck zbiega do s ∈ R, to

∑
cn jest sumowalny w

sensie Abela do s.
Wskazówka: Zaªó», »e s = 0 Dlaczego to wystarczy? Zastosuj wzór na

sumowanie przez cz¦±ci.
5.11. Jaka jest suma metod¡ Abela szeregu

∑
(−1)n ?

5.12. Udowodnij, »e je±li
∑
cn jest sumowalny w sensie Cesaro do s, to jest

sumowalny w sensie Abela do s.
Wskazówka:

∑∞
n=1 cnr

n = (1− r)2
∑∞

n=1 nσnr
n. Zaªó» σ = 0.

5.13. Wyka», »e szereg 1 − 2 + 3 − 4 + 5 − 6 + ... jest sumowalny w sensie
Abela, a nie jest sumowalny w sensie Cesaro.
Wyka»emy w ten sposób, »e

sumowalno±¢ =⇒ Cesaro =⇒ Abel

i »e strzaªek nie mo»na odwróci¢.
�wiczenie 5.13. Poni»sze twierdzenie Taubera mówi, »e przy dodatkowych

zaªo»eniach strzaªki mo»na odwróci¢.
a) Je±li

∑
cn jest sumowalny metod¡ Cesaro do σ i cn = o(n−1), to

∑
ck jest

sumowalny do σ.
Wskazówka: sn − σn = [(n− 1)cn + ...+ c2]/n.
b) Przy powy»szych zaªo»eniach wykaza¢, »e sumowalno±¢ w sensie Abela

poci¡ga sumowalno±¢.
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Wskazówka: Oszacowa¢ ró»nic¦
∑N

n=1 cn i
∑N

n=1 cnr
n, gdzie r = 1− 1/N .

5.14. Udowodnij, »e je±li f ograniczona i caªkowalna ma granice jednostronne
w t0, to

1
2π
f ∗ Pr(t0) zbiega do ±redniej arytmetycznej granic. To samo dla

1
2π
f ∗Kr(t0)
5.15. Na±laduj¡c dowód z wykªadu ¢wiczenia 3.5 udowodnij, »e teza po-

zostaje prawdziwa, je±li zaªo»ymy, »e f speªnia warunek Lipschitza w t0 tj.
f(t)− f(t0)| ≤M |t− t0|.
5.16. Udowodnij, »e przestrze« l2(Z) jest zupeªna.
5.17. Skonstruuj ci¡g funkcji fk ograniczonych i caªkowalnych takich, »e

lim
k→∞

∫ π

−π
|fk|2 = 0,

ale limk→∞ fk(t) nie istnieje dla ka»dego t.
5.18. Niech {ak}∞k=−∞ b¦dzie równe ak = k−1 dla k > 0; ak = 0 dla k ≤ 0.

Mamy {ak} ∈ l2. Wyka», »e nie ma funkcji f caªkowalnej w sensie Riemanna i

ograniczonej takiej, »e ak = f̂(k).
5.19. Wyka», »e

∑
n≥2

1
lnn

sinnx zbiega dla ka»dego x, ale szereg ten nie jest
szeregiem Fouriera funkcji ograniczonej caªkowalnej w sensie Riemanna.
5.20. Wyka», »e szereg Fouriera funkcji f ∈ C1(T) jest bezwzgl¦dnie

zbie»ny.
Wskazówka: Zastosuj nierówno±¢ Cauchy'go-Schwarza i równo±¢ Parsevala

do f ′.
5.20. Niech f b¦dzie 2π� okresowa i caªkowaln¡ w sensie Riemanna na

[−π, π]. Wyka», »e

f̂(n) = − 1

2π

∫ π

−π
f(x+

π

n
)e−inx dx.

Wywnioskuj, »e

f̂(n) =
1

4π

∫ π

−π
[f(x)− f(x+

π

n
)]e−inx dx.

b) Zaªó», »e f speªnia |f(x+ h)− f(x)| ≤ C|h|α dla pewnej staªej 0 < α ≤ 1
i C > 0. Wyka», »e

f̂(n) = O(|n|−α).

5.21. Zaªó», »e w poprzednim zadaniu α = 1. Wówczas f̂(n) = O(|n|−1) i
nic nie mo»emy na razie powiedzie¢ o zbie»no±ci bezwzgl¦dnej szeregu Fouriera.
a) Dla h > 0 zde�niujmy gh(x) = f(x+ h)− f(x− h). Udowodnij, »e

1

2π

∫
0∞
|gh|2 =

∑
n

4| sinnh|2|f̂(n)|2.

Nast¦pnie udowodnij ∑
| sinnh|2|f̂(n)|2 ≤ K2h2.

b) Niech p ∈ N. Niech h = π/2p+1. Wyka», »e∑
2p−1<|n|≤2p

|f̂(n)|2 ≤ K2π2

22p+1
.
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c) Oszacuj
∑

2p−1<|n|≤2p |f̂(n)| i wywnioskuj, »e szereg Fouriera jest bezwzgl¦d-
nie i jednostajnie zbie»ny.
Wskazówka: Nierówno±¢ Schwarza.

6. Zastosowania szeregów Fouriera.

6.1. Nierówno±¢ izoperymetryczna. Problem: znale¹¢ zamkni¦t¡ krzyw¡
na pªaszczy¹nie o zadanej dªugo±ci (powiedzmy 2π) ograniczaj¡c¡ obszar o na-
jwi¦kszym polu. Rozwi¡»emy ten problem przy dodatkowych zaªo»eniach na
krzyw¡. Zaªo»enia:
krzywa nie ma samoprzeci¦¢,
krzywa jest klasy C1.
Niech γ(s) = (x(s), y(s)) b¦dzie parametryzacj¡ krzywej. Mo»na zaªo»y¢

(bez straty ogólno±ci) »e |γ′(s)| = 1. Wówczas za zbiór parametrów s mo»emy
przyj¡¢ [0, 2π].
Zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 6.1. Niech A b¦dzie polem obszaru ograniczonego krzyw¡ speªni-
aj¡c¡ powy»sze zaªo»enia. Wówczas A ≤ π. Równo±¢ zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy γ jest okr¦giem o promieniu 1.

Dowód . Mamy x′(s)2 +y′(s)2 = 1. Z twierdzenia Greena dla caªek krzywolin-
iowy mamy

A =
1

2

∣∣∣∣∫
γ

(x dy − y dx)

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣∫ 2π

0

x(s)y′(s)− y(s)x′(s) ds

∣∣∣∣ .
Niech x(s) ∼

∑
ane

ins, y(s) ∼
∑
bne

ins b¦d¡ szeregami Fouriera. Wówczas
x′(s) ∼

∑
anine

ins, y′(s) ∼
∑
bnine

ins s¡ szeregami pochodnych. Z równo±ci
Parsevala mamy

A = π|
∑
n

n(anbn − bnan)|,∑
n

|n|2(|an|2 + |bn|2) = 1.

Zauwa»my, »e

(6.2) |anbn − bnan| ≤ 2|an|bn| ≤ |an|2 + |bn|2.
Poniewa» |n| ≤ |n|2 (równo±¢ jedynie dla n = −1, 0, 1) mamy

A ≤ π
∑
n

|n|2(|an|2 + |bn|2) = π.

Je±li A = π, to

x(s) = a−1e
−is + a0 + a1e

is, y(s) = b−1e
−is + b0 + b1e

is,

bo |n| < |n|2 dla |n| > 1. Ponadto funkcje x(s),y(s) s¡ rzeczywiste. Zatem
a−1 = a1, b−1 = b1. Wi¦c 2(|a1|2 + |b1|2) = 1. Ponadto w nierówno±ciach (6.2)
mamy równo±ci. Co daje |a1|2 = |b1|2 = 1

4
. Czyli

a1 =
eiα

2
, b1 =

eiβ

2
.
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Z tego, »e 1 = 2|a1b1 − b1a1| wynika | sin(α− β)| = 1, czyli α− β = kπ + π/2.
Ostatecznie

x(s) = a0 + cos(α + s), y(s) = b0 ± sin(α + s).

tu
Uzupeªnienia.

6.2. Caªka Stiltjesa po przedziaªach domkni¦tych. Niech α b¦dzie funkcj¡
niemalej¡c¡ na [a, b]. Dla funkcji ograniczonej f na [a, b] i podziaªu P : a = x0 <
x1 < x2 < ... < xn = b wprowadzamy sum¦ górn¡ i doln¡ wzorem

S(f, α, P ) =
n−1∑
i=0

mi(α(xi+1)− α(xi) =
n−1∑
i=0

mi∆αi,

S(f, α, P ) =
n−1∑
i=0

Mi(α(xi+1)− α(xi) =
n−1∑
i=0

Mi∆αi,

gdzie mi = infx∈[xi,xi+1] f(x), Mi = supx∈[xi,xi+1] f(x). Je±li P ′ jest zag¦szcze-
niem podziaªu P , to

S(f, α, P ) ≤ S(f, α, P ′) ≤ S(f, α, P ′) ≤ S(f, α, P ).

Funkcja f jest caªkowalna w sensie Stiltjesa, gdy supremum sum dolnych jest

równe in�mum sum górnych. Wówczas wielko±¢ t¦ oznaczamy przez
∫ b
a
fdα,

lub
∫ b
a
f(x)dα(x).

Lemat 6.3. Je±li f ci¡gªa α niemalej¡ca, to f caªkowalna w sensie Stiltjesa.

Lemat 6.4. (wzór na caªkowanie przez cz¦±ci) Je±li f klasy C1 na [a, b] i α
niemalej¡ca, to∫ b

a

f dα = f(b)α(b)− f(a)α(a)−
∫ b

a

f ′(x)α(x) dx.

Dowód . Niech P b¦dzie podziaªem przybli»aj¡cym caªk¦
∫ b
a
f dα. Mamy

∫ b

a

f dα ∼
n−1∑
i=0

f(xi)(α(xi+1)− α(xi))

= f(xn−1)α(xn)− f(x0)α(x0)

−
(
α(x1)(f(x1)− f(x0)) + α(x2)(f(x2)− f(x1))

+ α(x3)(f(x3)− f(x2)) + ...+ α(xn−1)f(xn−1)− f(xn−2)
)

= f(xn−1)α(xn)− f(x0)α(x0)

−
(
α(x1)f ′(ξ1)∆x1 + α(x2)f ′(ξ2)∆x2 + ...+ α(xn−1)f ′(ξn−1)∆xn−1

)
∼ f(b)α(b)− f(a)α(a)−

∫ b

a

f ′(x)α(x) dx.

(6.5)



SZEREGI I TRANSFORMATA FOURIERA 17

o ile podziaª P jest wystarczaj¡co g¦sty. tu

Lemat 6.6. (drugie twierdzenie o warto±ci ±redniej) Je±li f(x) jest funkcj¡
ci¡gª¡ na [a, b] a α(x) niemalej¡c¡ na [a, b], to istnieje c ∈ [a, b], »e∫ b

a

f(x)α(x) dx = α(b−)

∫ b

c

f(x) dx+ α(a+)

∫ c

a

f(x) dx.

Dowód . Niech an, bn ∈ (a, b) b¦d¡ takie, »e an → a, bn → b. Wówczas∫ b
a
f(x)α(x) dx = limn→∞

∫ bn
an
f(x)α(x) dx. Niech F (x) b¦dzie funkcja pier-

wotn¡ do F . F jest klasy C1. Stosuj¡c wzór na caªkowanie przez cz¦±ci mamy∫ bn

an

f(x)α(x) dx =

∫ bn

an

F ′(x)α(x) dx

F (bn)α(bn)− F (an)α(an)−
∫ bn

an

F (x)dα(x)

= F (bn)α(bn)− F (an)α(an)− F (cn)

∫ bn

an

dα(x)

= F (bn)α(bn)− F (an)α(an)− F (cn)(α(bn)− α(an))

= α(an)(F (cn)− F (an)) + α(bn)(F (bn)− F (cn))

= α(an)

∫ cn

an

f(t) dt+ α(bn)

∫ bn

cn

f(t) dt.

(6.7)

W drugiej równo±ci istnienie cn ∈ [an, bn] wynika z z twierdzenia o warto±ci
±redniej. Przechodz¡c ewentualnie do podci¡gu mo»emy przyj¡¢, »e cn zbiega
do c ∈ [a, b] i otrzymujemy tez¦. tu

6.3. Funkcje klasy C∞ o no±niku zwartym.

Lemat 6.8. Niech f(x) = e−x
−2

dla x 6= 0 f(0) = 0. Wówczas f jest funkcja
klasy C∞ tak¡ »e f (n)(0) = 0 dla n = 0, 1, 2....

Lemat 6.9. Niech g(x) = 0 dla x ≤ 0, g(x) = e−x
2
dla x > 0. Wówczas

g ∈ C∞(R).

Lemat 6.10. Niech h(x) = g(x)g(1 − x), gdzie g jest z poprzedniego lematu.
Wówczas h ∈ C∞c , no±nik h wynosi [0, 1], h ≥ 0.

Lemat 6.11. Niech φ(x) =
∫ x
−∞ h(t) dt, gdzie h jest z poprzedniego lematu.

Wówczas φ ∈ C∞(R), φ(x) = 0 dla x ≤ 0, φ(x) = c > 0 dla x ≥ 1, φ(x) 6= 0
dla x ∈ (0, 1).

Lemat 6.12. Niech φt(x) = φ(tx), t > 0. Wówczas φt jest klasy C∞, φt(x) = 0
dla x ≤ 0, φt(x) = c > 0 dla x ≥ 1/t, φt ≥ 0.
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Wniosek 6.13. Dla ka»dego przedziaªu [a, b] i δ > 0 (maªego) istnieje funkcja
ψ ∈ C∞c taka, »e ψ ≥ 1 suppψ ⊂ [a, b], ψ = 0 na [a+ δ, b− δ].

6.4. Rozwa»ania dotycz¡ce g¦sto±ci wielomianów trygonometrycznych
w przestrzeniach Lp(−π, π).

Lemat 6.14. Je±li f ∈ L1(−π, π) i f̂(n) = 0 dla ka»dego n ∈ Z, , to f = 0.

Dowód . Zaªó»my, »e f̂(n) = 0 dla wszystkich n. Je±li ‖f‖L1 6= 0, to ist-
nieje funkcja g - ci¡gªa i 2π-okresowa, »e

∫ π
−π f(x)g(x) dx 6= 0. Ale wielomiany

trygonometryczne Wn = 1
2π
g ∗Kn przybli»aj¡ jednostajnie g. Zatem

0 =

∫ π

−π
Wn(x)f(x) dx→

∫ π

−π
gf 6= 0,

uzyskujemy sprzeczno±¢. tu

Lemat 6.15. Ukªad 1
2π
eint, n ∈ Z, jest zupeªny w L2(−π, π), lub inaczej wielo-

miany trygonometryczne le»a g¦sto w L2.

Dowód . Niech f ∈ L2(−π, π). Niech sn(x) =
∑
|k|≤n f̂(k)eikx b¦dzie sum¡

cz¦±ciow¡ szeregu Fouriera. Wiemy, »e sn zbiega w L2 do funkcji g. Zatem
zbie»no±¢, na mocy nierówno±ci Schwarza jest tak»e w L1. Zatem ĝ(k) =

limn ŝn(k) = f̂(k). Zatem f − g jest funkcj¡ w L1 o znikaj¡cych wspóªczyn-
nikach Fouriera. Zatem f = g. Co daje, »e wielomiany trygonometryczne sn
zbiegaj¡ do f w L2. tu

Lemat 6.16. Wielomiany trygonometryczne le»¡ g¦sto w Lp(−π, π), 1 ≤ p <
∞.

Dowód . Udowodnimy dla p = 1. Niech f ∈ L1. Wówczas fN = f(x) je±li
|f(x)| < N , fN(x) = 0 je±li |f(x)| ≥ N s¡ w L2 i fn → f w L1. Ustalmy ε > 0.
Niech fN takie, »e ‖f − fN‖L1 < ε. Wybierzmy taki wielomian trygonome-
trycznyW aby ‖W−fN‖L2 < ε. Wtedy ‖f−W‖L1 ≤ ‖f−fN‖L1+‖fN−W‖L1 ≤
ε+ ‖fN −W‖L1 ≤ ε+

√
2πε tu

6.5. Istnienie funkcji ci¡gªej o rozbie»nym szeregu Fouriera. Niech q =
999/1000. Niech nk b¦dzie rosn¡cym ci¡giem liczb naturalnych. Wiemy, »e
‖Dn‖ ≥ c lnn. Dla ka»dego k ∈ N niech fk b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ 2π-okresow¡,
»e ‖fk‖∞ ≤ 1 i ∫ π

−π
fkDnk ≥ q‖Dnk‖L1 .

Okre±lmy ci¡g εk ∈ {−1, 1}, tak aby∣∣∣∣∫ π

−π
(f1 +

ε2

42
f2 +

ε3

43
f3 + ...+

εk
4k
fk)Dn1

∣∣∣∣ ≥ (q − 1

42
− 1

43
− ...− 1

4k
)‖Dn1‖L1 ,
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∣∣∣∣∫ π

−π
(f1 +

ε2

42
f2 +

ε3

43
f3 + ...+

εk
4k
fk)Dn2

∣∣∣∣ ≥ (
q

42
− 1

43
− ...− 1

4k
)‖Dn2‖L1 ,

∣∣∣∣∫ π

−π
(f1 +

ε2

42
f2 +

ε3

43
f3 + ...+

εk
4k
fk)Dn3

∣∣∣∣ ≥ (
q

43
− 1

44
− ...− 1

4k
)‖Dn3‖L1 ,

.... ∣∣∣∣∫ π

−π
(f1 +

ε2

42
f2 +

ε3

43
f3 + ...+

εk
4k
fk)Dnk

∣∣∣∣ ≥ q

4k
‖Dnk‖L1 .

Szereg funkcyjny f1 + ε2
42f2 + ε3

43f3 + ...+ εk
4k
fk jest sumowalny jednostajnie do

funkcji ci¡gªej f . Mamy∣∣∣∣∫ π

−π
f(x)Dnk(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ck‖Dnk‖L1 ,

gdzie ck = q
4k
− 1

4k+1 − 1
4k+2 − ... > 0. Dobieramy teraz ci¡g nk takie, aby

ck‖Dnk‖L1 →∞.

7. Elementarna teoria transformacji Fouriera w R

7.1. Funkcje caªkowalne na R. Studenci znaj¡cy caªk¦ Lebesgue'a mog¡
przyj¡¢, »e wyst¦puj¡ce w tym rozdziale funkcje nale»¡ do L1(R). Z uwagi,
»e wi¦kszo±¢ sªuchaczy nie zna jedynie teori¦ caªki Riemanna, musimy dokona¢
pewnych ogranicze« na funkcje, tak aby unikn¡¢ problemów de�nicyjnych zwi¡zanych
»e zbie»no±ciami caªek.
Mówimy, »e funkcja f ma umiarkowane malenie, je±li jest kawaªkami ci¡gªa,

caªkowalne na ka»dym przedziale [a, b] i istniej¡ staªe ε > 0 and A takie, »e

(7.1) |f(x)| ≤ A

(1 + |x|)1+ε
.

Klas¦ tych funkcji oznacza¢ b¦dziemy przez M(R). Tworzy ona przestrze«
wektorow¡. Ponadto jest niezmiennicza na dylatacje f(tx).
�wiczenie 7.1. Wyka», »e dla funkcji f ∈M granice

lim
N,M→∞

∫ N

−M
f(x) dx,

lim
N,M→∞

∫ N

−M
|f(x)| dx

istniej¡. Granice te b¦dziemy oznacza¢ odpowiednio∫ ∞
−∞

f(x) dx,

∫ ∞
−∞

f(x) dx.

Twierdzenie 7.2. Dla funkcji f, g ∈M mamy∫ ∞
∞

(af(x) + bg(x)) dx = a

∫ ∞
−∞

f(x) dx+ b

∫ ∞
−∞

g(x) dx,
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−∞

f(xy) dx =

∫ ∞
−∞

f(x) dx,

δ−1

∫ ∞
−∞

f(δx) dx =

∫ ∞
−∞

f(x) dx δ > 0,∫ ∞
−∞
|f(x− y)− f(x)| dx→ 0 przy y → 0

f ∗ g ∈M, gdzie f ∗ g(x) =

∫ ∞
−∞

f(x− y)g(y) dy.

Operacja f ∗ g nosi nazw¦ operacji splotu.

Dowód . Dowody pierwszych czterech wªasno±ci zostawiamy jako �wiczenie
7.2. Przy dowodzie wªasno±ci czwartej zaªó», »e f jest funkcj¡ ci¡gª¡ (dowód w
peªnej ogólno±ci wymaga do±¢ subtelnych argumentów). Aby dowie±¢ wªasno±¢
pi¡t¡ zaªó»my, »e f speªnia (7.1) z wykªadnikiem ε1 a g z ε2. Niech 0 < ε =
min(ε1, ε2). Wówczas

|f ∗ g(x)| ≤
∫ ∞
−∞
|f(x− y)g(y)| dy

≤ C

∫ ∞
−∞

(1 + |x− y|)−1−ε(1 + |y|)−1−ε dy

≤ C

∫
|x−y|<|x|/2

...+ C

∫
|x−y|≥|x|/2

... ≤ C ′(1 + |x|)−1−ε

(7.3)

tu

7.2. De�nicja transformacji Fouriera na R. Dla f ∈M de�niujemy trans-
formacje Fouriera funkcji f w punkcie ξ wzorem

f̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−2πixξ dx.

�wiczenie 7.2. Wyka», »e f 7→ f̂ , jest odwzorowaniem liniowym oraz

f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).

Twierdzenie 7.4. Je±li f ∈M, to f̂ jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Dowód . Ustalmy ε > 0. Zaªó»my, »e f speªnia (7.1) z wykªadnikiem δ > 0.
Wówczas istnieje N > 0 takie, »e

|
∫
|x|>N

f(x)e2πixξ dx| ≤ |
∫
|x|>N

|f(x)| dx ≤ ε.

Dalej

|
∫
|x|<N

f(x)(e2πixξ − e2πixξ′) dx| ≤ C

∫
|x|<N

|e2πixξ − e2πixξ′ | dx→ 0

przy ξ′ → ξ. tu
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7.3. Klasa Schwartza na R. Klas¡ Schwartza S(R) nazywamy zbiór funkcji
f klasy C∞ na R takich, »e dla ka»dych liczb caªkowitych l, k ≥ 0 mamy

sup
x∈R

(1 + |x|)k|f (l)(x)| <∞.

S¡ to funkcje które malej¡ wraz z wszystkimi pochodnymi szybciej ni» odwrot-
no±¢ ka»dego wielomianu.
�wiczenie 7.3. Je±li f ∈ S, to f ′(x), xf(x), f(x− h) tak»e s¡ w tej klasie.
�wiczenie 7.4. Klasa S tworzy algebr¦ (mno»enie punktowe funkcji).
�wiczenie 7.5. Funkcja f(x) = e−|x|

2
jest elementem S.

Twierdzenie 7.5. Je±li f ∈ S, to
(i) transformacj¡ Fouriera funkcji f(x+ h) jest f̂(ξ)e2πihξ

(ii) transformacj¡ Fouriera funkcji f(x)e−2πixh jest f̂(ξ + h)

(iii) transformacj¡ Fouriera funkcji f(δx) jest δ−1f̂(δ−1ξ)

(iv) transformacj¡ Fouriera funkcji f ′(x) jest 2πiξf̂(ξ)

(v) transformacj¡ Fouriera funkcji −2πixf(x) jest d
dξ
f̂(ξ)

Dowód . Dowody pierwszych trzech wªasno±ci s¡ �wiczeniem 7.6. Aby
udowodni¢ (iv) caªkuj¡c przez cz¦±ci mamy∫ N

−N
f ′(x)e−2πixξ dx = [f(x)e−2πixξ]x=N

x=−N − 2πiξ

∫ N

−N
f(x)e2πixξ dx.

Bior¡c N →∞ mamy (iv).
Aby udowodni¢ (v) rozwa»my

f̂(ξ + h)− f̂(ξ)

h
− (−̂2πixf)(ξ) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−2πixξ
[e−2πixh − 1

h
+ 2πix

]
dx.

Poniewa» f(x) i szybko maleje w niesko«czono±ci i

|e
−2πixh − 1

h
| ≤ C(1 + |x|)

niezale»nie od h (dlaczego?) dla ustalonego ε > 0 istnieje N , »e∫
|x|>N

|f(x)e−2πixξ
[e−2πixh − 1

h
+ 2πix

]
| dx ≤ ε.

Ponadto bior¡c |h| maªe mamy | e−2πixh−1
h

+ 2πix| ≤ ε dla |x| ≤ N . St¡d teza.
tu

Wniosek 7.6. Je±li f ∈ S, to f̂ ∈ S.

Dowód . �wiczenie 7.7. Wskazówka: zastosuj (iv) i (v). tu
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7.4. J¡dro Gaussa na R. Rodzin¦ funkcji

ht(x) = t−1/2e−
πx2

t

nazywamy j¡drem Gaussa.
�wiczenie 7.8. Wyka» stosuj¡c twierdzenie Fubiniego i zamian¦ zmiennych

na biegunowe, »e ∫ ∞
−∞

e−πx
2

dx = 1.

Wówczas
∫∞
−∞ ht(x) dx = 1.

Twierdzenie 7.7. Niech h(x) = h1(x). Wówczas ĥ(ξ) = h(ξ).

Dowód . Zde�niujmy F (ξ) = ĥ(ξ). Z ¢wiczenia 7.8 mamy F (0) = 1. Ponadto

F ′(ξ) =

∫ ∞
−∞

(−2πix)h(x)e−2πixξ dx = i

∫ ∞
−∞

h′(x)e−2πixξ dx = −2πξF (ξ).

Niech G(ξ) = F (ξ)eπξ
2
. Wówczas G(0) = 1 i G′(ξ) = 0. St¡d G(ξ) = G(0) = 1.

Co daje tez¦. tu

Wniosek 7.8. ĥt(ξ) = e−πtξ
2
.

Dowód . �wiczenie 7.9. tu
J¡dro Gaussa tworzy tak zwan¡ jedno±¢ aproksymatywn¡, bo speªnia nast¦pu-

j¡ce warunki jedno±ci aproksymatywnej �wiczenie 7.10

(7.9)

∫
hδ = 1

(7.10)

∫
|hδ| ≤M

(7.11) dla ka»dej liczby η > 0 mamy

∫
|x|>η
|Kδ| → 0 przy δ → 0

Lemat 7.12. Je±li Kδ jest jedno±ci¡ aproksymatywn¡ (speªnia (7.9) � (7.11),
to dla f ∈ S mamy

lim
δ→0

f ∗Kδ(x) = f(x)

jednostajnie wzgl¦dem x.

Dowód . Mamy

|f ∗Kδ(x)− f(x)| = |
∫
Kδ(t)[f(x− t)− f(x)] dt|

≤
∫
|x|≤η
|f(x− t)− f(x)||Kδ(t)| dt+

∫
|x|≥η
|f(x− t)− f(x)||Kδ(t)| dt

(7.13)



SZEREGI I TRANSFORMATA FOURIERA 23

Ustalaj¡c η > 0 maªe mamy, »e pierwsza caªka jest maªa. Nast¦pnie korzystaj¡c
z (7.11) mamy, »e druga caªka d¡»y do zera przy δ → 0. tu

7.5. Odwrócenie transformacji Fouriera, wzór Plancherela.

Lemat 7.14. Dla f, g ∈ S mamy∫
f(x)ĝ(x) dx =

∫
f̂(x)g(x) dx.

Dowód . Lemat wynika z twierdzenia Fubiniego. tu

Twierdzenie 7.15. (wzór na odwrócenie) Dla f ∈ S mamy

f(x) =

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)e2πixξ dξ.

Dowód . Niech Gδ(x) = e−πδx
2
. Stosuj¡c twierdzenie 7.5 mamy

f(x) = lim
δ→0

∫
f(x− ξ)hδ(ξ) dξ = lim

δ→0

∫
f(x− ξ)Ĝδ(ξ) dξ

= lim
δ→0

∫
f̂(ξ)e2πixξe−πδξ

2

dξ =

∫
f̂(ξ)e2πixξ dξ.

(7.16)

co dowodzi twierdzenia.

Wniosek 7.17. Transformacja Fouriera przeksztaªca S na S wzajemnie jed-
noznacznie.

�wiczenie 7.11. Udowodnij, »e dla f, g ∈ S mamy

f ∗ g ∈ S
f ∗ g = g ∗ f

Oznaczmy

‖f‖2
L2 =

∫
|f(x)|2 dx.

Mamy

Twierdzenie 7.18. Dla f ∈ S mamy

‖f‖L2 = ‖f̂‖L2 .

Dowód . Dla f ∈ S niech f̃(x) = f(−x). Wówczas ̂̃f(ξ) = f̂(ξ). Niech

h = f ∗ f̃ . Mamy

ĥ(ξ) = |f̂(ξ)|2 i

∫
|f(x)|2 dx = h(0) =

∫
ĥ(ξ) dξ =

∫
|f̂(ξ)|2 dξ.

tu
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�wiczenie 7.12. Sprawd¹, »e dowody twierdze« na odwrócenie transfor-
maty i równo±ci Plancherela zachodz¡ przy zaªo»eniu, »e f i f̂ maj¡ umi-
arkowane malenie.

7.6. Równanie ciepªa. Równaniem ciepªa nazywamy równanie ró»niczkowe

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
.

jest to równanie opisuj¡ce temperatur¦ niesko«czonego pr¦ta w chwili czasu t.
Bior¡c transformat¦ Fouriera po zmiennej x w powy»szym równaniu dostajemy

∂û

∂t
(ξ, t) = −4π2ξ2û(ξ, t).

Rozwi¡zuj¡c, to równanie ró»niczkowe mamy

û(ξ, t) = A(ξ)e−4π2ξ2t

dla pewnej funkcji A(ξ). Wstawiaj¡c t = 0 mamy A = û(ξ, 0). Zde�niujmy
Ht(x) = (4πt)−1/2e−x

2/4t mamy

Ĥt(ξ) = e−4π2tξ2 .

Stad û(ξ, t) = A(ξ)Ĥt(ξ). Tak wi¦c sugeruje to nam, »e rozwi¡zaniem równania
ciepªa jest

u(x, t) = u0 ∗ Ht(x), u0(x) = u(x, 0).

Twierdzenie 7.19. Dla f ∈ S i t > 0 niech

u(x, t) = (f ∗ Ht)(x).

Wówczas
(i) Funkcja u jest klasy C2 i rozwi¡zuje równanie ciepªa.
(ii) u(x, t) → f(x) jednostajnie przy t → 0. St¡d kªad¡c u(x, 0) = f(x)

mamy, »e u jest ci¡gªa w domkni¦ciu górnej póªpªaszczyzny.
(iii)

∫∞
−∞ |u(x, t)− f(x)|2 dx = 0 przy t→ 0.

Dowód . Mamy

u(x, t) =

∫
f̂(ξ)e−4π2tξ2e2πiξx dξ.

Ró»niczkuj¡c pod znakiem caªki otrzymujemy (i)
(ii) wynika z faktu, »e Ht tworz¡ jedno±¢ aproksymatywn¡.
Aby udowodni¢ (iii) stosujemy wzór Plancherela∫ ∞
−∞
|u(x, t)− f(x)|2 dx =

∫ ∞
−∞
|û(x, t)− f̂(x)|2 dξ =

∫ ∞
−∞
|f̂(ξ)|e−4π2tξ2 − 1| dξ.

Zauwa»my, »e ostatnia caªka zbiega do zera przy t→ 0. tu
�wiczenie 7.14. Udowodnij, »e funkcja u z twierdzenia 7.19 nale»y jednos-

tajnie do klasy Schwartza, tj. dla ka»dego T > 0 i ka»dego k, l ≥ 0 mamy

sup
x∈R, 0<t<T

|x|k
∣∣∣ ∂l
∂xl

u(x, t)
∣∣∣ <∞.
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Twierdzenie 7.20. Zaªó»my, »e u(x, t) speªnia nast¦puj¡ce warunki:
(i) u jest ci¡gªa w domkni¦ciu górnej póªpªaszczyzny,
(ii) u speªnia równanie ciepªa dla t > 0
(iii) u(x, 0) = 0
(iv) u(x, t) ∈ S(R) jednostajnie wzgl¦dem t (por. ¢wiczenie 7.14).
Wówczas u = 0

Dowód . Zde�niujmy energi¦

E(t) =

∫
|u(x, t)|2 dx.

Wówczas E jest funkcj¡ ci¡gª¡ nieujemn¡ dla t ≥ 0. Poka»emy, »e jest funkcj¡
malej¡c¡. Dla t > 0 obliczmy

E ′(t) =

∫
R

(
∂tu(x, t)ū(x, t) + u(x, t)∂tū(x, t)

)
dx.

Mamy ∂tu(x, t) = ∂2
xu(x, t), ∂tū(x, t) = ∂2

xū(x, t). St¡d podstawiaj¡c a nast¦p-
nie caªkuj¡c przez cz¦±ci mamy

E ′(t) = −
∫

R

(
∂xu∂xū+ ∂xu∂xū

)
dx = −2

∫
R
|∂xu|2 dx < 0.

Tak wi¦c E jest funkcj¡ malej¡ca dla t > 0 i ci¡gª¡ na [0,∞). St¡d 0 ≤ E(t) ≤
E(0) = 0. tu

�wiczenie 7.15. Niech f = χ[−1,1], g(x) = 1− |x| dla |x| ≤ 1 i g(x) = 0 dla

|x| > 1. Znajd¹ f̂ i ĝ.

�wiczenie 7.16. Zaªó»my, »e f ma umiarkowane malenie. Udowodnij, »e f̂
jest funkcj¡ ci¡gª¡.
�wiczenie 7.17. Zaªó»my, »e f ma umiarkowane malenie i f̂(ξ) = O(|ξ|−1−α

przy |ξ| → ∞ dla pewnej staªej 0 < α < 1. Udowodnij, »e istnieje M > 0, »e

|f(x+ h)− f(x)| ≤M |h|α

�wiczenie 7.18. Niech a < b i niech f(x) = e−1/(x−a)e−1/(b−x) dla a < x < b
i f(x) = 0 dla x /∈ (a, b). Dowie±¢, »e f ∈ C∞.
Udowodnij istnienie funkcji F klasy C∞ takiej, »e F (x) = 0 dla x ≤ a,

F (x) = 1 dla x ≥ b. i F jest ±ci±le rosn¡ca w (a, b).
Udowodnij teraz istnienie funkcji nieujemnej przedziaªami monotonicznej g

klasy C∞ takiej, »e g = 0 dla x /∈ (a, b), g = 1 na [a+ δ, b− δ].
�wiczenie 7.19. Niech f b¦dzie funkcj¡ ci¡gªa o umiarkowanym maleniu.

Udowodnij
a) f̂ jest funkcj¡ ci¡gª¡ i lim|ξ|→∞ f̂(ξ) = 0.

b) Je±li ponadto f̂(ξ) = 0 dla wszystkich ξ, to f = 0.
�wiczenie 7.20. Je±li f ci¡gªa o umiarkowanymmaleniu speªnia

∫
f(y)e−y

2
e2xy dy =

0 dla x ∈ R, to f = 0.
�wiczenie 7.21. Niech f b¦dzie funkcja o umiarkowanymmaleniu. Wówczas∫ R

−R

(
1− |ξ|

R

)
f̂(ξ)e2πixξ = (f ∗ FR)(x),
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gdzie

(7.21) FR(t) = R
(sinπtR

πtR

)2

Udowodnij, »e FR tworzy jedno±¢ aproksymatywn¡ przy R → ∞. Nazywa si¦
ona j¡drem Fejera.
�wiczenie 7.22. Udowodnij »e rozwi¡zanie równania ciepªa dane przez

u = f ∗ Ht, gdzie f ∈ S jest ci¡gªe do brzegu i znika w niesko«czono±ci, tj.

u(x, t)→ 0 gdy |x|+ t→∞.

7.7. Równanie Laplace'a w górnej póªpªaszczy¹nie. Niech R2
+ = {(x, y) :

x ∈ R, y > 0}. Interesuje nas znalezienie rozwi¡zania nast¦puj¡cego równania
w R2

+

∆u(x, y) =
∂2u

∂x2
(x, y) +

∂2u

∂y2
(x, y) = 0

z warunkiem brzegowym
u(x, 0) = f(x).

Post¦puj¡c podobnie jak dla równania ciepªa rozwa»amy transformacje Fouriera
û(ξ, y) po u zmiennej x i dostajemy

−4π2ξ2û(ξ, y) +
∂2û

∂y2
(ξ, y) = 0

z warunkiem brzegowym

û(ξ, y) = f̂(ξ).

Jest to równanie liniowe zwyczajne drugiego rz¦du, którego rozwi¡zanie ma
posta¢

û(ξ, y) = A(ξ)e−2π|ξ|y +B(ξ)e2π|ξ|y.

Je±li pominiemy drugi skªadnik maj¡cy eksponencjalny wzrost w niesko«c-
zono±ci (tj. poªo»ymy B(ξ) = 0), i podstawimy y = 0, to otrzymamy

û(ξ, y) = f̂(ξ)e−2π|ξ|y.

St¡d u jest zadane przez splot z j¡drem, którego transformata Fouriera wynosi
e−2π|ξ|y.
Mamy nast¦puj¡ce

Twierdzenie 7.22.∫
e−2π|ξ|ye2πiξx dξ =

1

π

y

x2 + y2
= Py(x),∫

Py(x)e−2πixξ dx = e−2π|ξ|y.

Dowód . Pierwszy wzór obliczamy bezpo±rednio rozbijaj¡c caªk¦ po prostej
na sum¦ caªek po symetrycznych póªprostych. Mamy∫ ∞

0

e−2πξye2πiξx dξ =

∫ ∞
0

e2πi(x+iy)ξ dξ = − 1

2πi(x+ iy)
,

i podobnie
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∫ ∞
0

e2πξye2πiξx dξ =
1

2πi(x− iy)
.

Dodaj¡c uzyskujemy pierwszy wzór. Drugi wzór wynika »e wzoru na odwróce-
nie. tu

7.8. Zasada nieoznaczono±ci Heisenberga. Zasada ta orzeka, »e funkcja i
jej transformata Fouriera nie mog¡ by¢ jednocze±nie zlokalizowane. Matematy-
cznie wrazi¢ to mo»na w nast¦puj¡cy sposób.

Twierdzenie 7.23. Niech ψ ∈ S, ‖ψ‖L2 = 1. Wówczas(∫
x2|ψ(x)|2 dx

)(∫
ξ2|ψ̂(ξ)|2 dξ

)
≥ 1

16π2
.

Ponadto równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

(7.24) ψ(x) = Ae−Bx
2

,

B > 0, A2 =
√

2B/π.

Dowód . Caªkuj¡c przez cz¦±ci, mamy

1 =

∫
|ψ(x)|2 dx = −

∫
x
d

dx
|ψ(x)|2 dx

= −
∫ (

xψ′(x)ψ(x) + xψ′(x)ψ(x)
)
dx.

(7.25)

Stosuj¡c nierówno±¢ Schwarza dostajemy

1 ≤ 2

∫
|x||ψ(x)||ψ′(x)| dx

≤ 2
(
x2|ψ(x)|2 dx

)1/2(∫
|ψ′(x)|2 dx

)1/2
(7.26)

Zauwa»my, »e ∫
|ψ′(x)|2 dx = 4π2

∫
ξ2|ψ̂(ξ)|2 dξ.

Dowód, »e równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ψ jest j¡drem Gaussa,
jest nast¦pnym ¢wiczeniem tu

�wiczenie 7.23. Udowodnij (7.24). Wskazówka: równo±¢ w nierówno±ci
Schwarza zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory s¡ proporcjonalne czyli
xψ = cψ′

�wiczenie 7.24. Udowodnij, »e funkcja

u(x, t) =
x

t
Ht(x)

speªnia równanie ciepªa dla t > 0 i limt→0 u(x, t) = 0 dla ka»dego x, ale u nie
jest ci¡gªa "do brzegu".
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7.9. Funkcje Hermite'a.
�wiczenie 7.25. Funkcje Hermite'a hk(x) zde�niowane s¡ przez funkcje

generuj¡c¡
∞∑
k=0

hk(x)
tk

k!
= e−(x2/2−2tx+t2).

Udowodnij, »e mo»na je zde�niowa¢ alternatywnie jako

hk(x) = (−1)kex
2/2
( d
dx

)k
e−x

2

.

Wskazówka: Zapisz e−(x2/2−2tx+t2) = ex
2/2e−(x−t)2 i zastosuj wzór Taylora. Wywnioskuj,

»e ka»da funkcja hk jest postaci Pk(x)e−x
2/2, gdzie Pk jest wielomianem stopnia

k.
Zauwa», »e hk ∈ S.
�wiczenie 7.26. Udowodnij, »e ukªad hk jest zupeªny, tj. je±li f ∈ S i∫

hk(x)f(x) dx = 0

dla wszystkich k, to f = 0.
�wiczenie 7.27. Niech h∗k(x) = hk(

√
2πx). Wyka», »e

ĥ∗k(ξ) = (−i)kh∗k(ξ).

St¡d h∗k s¡ funkcjami wªasnymi transformaty Fouriera.
�wiczenie 7.28. Niech Lf(x) = −f ′′(x) + x2f(x) b¦dzie operatorem Her-

mite'a. Udowodnij, »e

Lhk = (2k + 1)hk.

Wywnioskuj, »e fk s¡ ortogonalne w L2.
�wiczenie 7.29. Wyka», »e ‖hk‖2

L2 =
√
π2kk!. Wskazówka: Rozwa» kwadrat

funkcji generuj¡cej.

Uzupeªnienia (dla studentów znaj¡cych caªk¦ Lebesgue'a)

Lemat 7.27. Zbiór funkcji ci¡gªych o no±nikach ograniczonych (zwartych) jest
g¦sty w Lp(R), 1 ≤ p <∞.

Dowód . Przeprowadzimy dla p = 1 Zaªó»my, »e f ∈ L1(R), supp f ⊂
[−2, 2] ⊂ [−π, π]. Ustalmy ε > 0. Na mocy twierdze« o g¦sto±ci przestrzeni
funkcji ci¡gªych z poprzednich rozdziaªów istnieje funkcja ci¡gªa φ, która jest
2π-okresowa, »e

∫ π
−π |f − φ| < ε. Niech η b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, »e 0 ≤ η ≤ 1,

η = 1 na [−2, 2], η(x) = 0 dla |x| ≥ π. Wówczas
∫ π
−π |f − ηφ| < ε. Zatem

istnieje funkcja ci¡gªa ψ = ηφ o no±niku w [−π, π], »e
∫
|f − ψ| < ε.

Je±li teraz f ∈ L1(R) supp f ⊂ [−a, a], to g(x) = f(ax) ma no±nik w [−1, 1] ⊂
[−2, 2]. Zatem dla ka»dego ε > 0 istnieje ψ ci¡gªa o no±niku zwartym, »e∫
|g(x)− ψ(x)| < ε/a. Zatem |f(x)− ψ(x/a)|dx = a

∫
|g(x)− ψ(x)| dx < ε.

Je±li teraz f ∈ L1(R) jest dowolna funkcj¡, to dla ustalonego ε > 0 istnieje

a > 0, »e
∫
|x|>a |f | < ε. Funkcja f1 = f(x)

∣∣∣
[−a,a]

ma no±nik w [−a, a]. Zatem
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istnieje funkcja ψ ci¡gªa o no±niku zwartym, »e
∫
|f1−ψ| < ε, co daje

∫
|f−ψ| <

2ε. tu

Lemat 7.28. Je±li f jest funkcj¡ ci¡gª¡ o no±niku zwartym, to f̂ ∈ C0(R),
gdzie C0(R) oznacza przestrze« funkcji ci¡gªych maj¡cych granic¦ zero w +∞
i −∞.

Dowód . Wystarczy pokaza¢ granice, bo ci¡gªo±¢ ju» byªa. Niech supp f ⊂
[−a, a]. Przyjmijmy, »e a > 1. Ustalmy ε > 0. Z ci¡gªo±ci istnieje δ > 0, »e
|f(x)− f(x′)| < ε/(4a) dla |x− x′| < δ. Niech |ξ| > δ−1. Podzielmy prost¡ na
odcinki [xj, xj+1] = Ij o rozª¡cznych wn¦trzach i dªugo±ci |ξ|−1 < δ. Mamy∣∣∣ ∫

Ij

f(x)e−2πixξdx
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
Ij

(f(x)− f(xj))e
−2πixξ dx

∣∣∣ ≤ ε|Ij|/(4a).

Niech A oznacza te j dla których Ij ∩ [−a, a] 6= ∅. Mamy
∑

j∈A |Ij| < 4a.
Zatem ∣∣∣f̂(ξ)

∣∣∣ =
∣∣∣∑
j∈A

∫
Ij

f(x)e−2πixξdx
∣∣∣ < ε/(4a)

∑
j∈A

|Ij| < ε.

tu

8. Transformacja Fouriera w Rd

8.1. Oznaczenia i de�nicje. Elementy przestrzeni Rd oznacza¢ b¦dziemy
przez x = (x1, x2, ..., xd). Dªugo±¢ wektora x = (x1, ..., xd) oznaczamy przez

|x| = (x2
1 + ...+ x2

d)
1/2.

Dla dwóch wektorów x = (x1, ..., xd), y = (y1, ..., yd) oznaczamy przez x · y lub
〈x, y〉 ich iloczyn skalarny, tj.

x · y =
d∑
j=1

xjyj

Wielowska¹nikiem lub multyindekseem nazywamy d wyrazowy ci¡g α =
(α1, ..., αd) liczb caªkowitych nieujemnych. Wielowska¹niki oznacza¢ b¦dziemy
greckimi literami. Dodajemy je jak wektory. Dªugo±ci¡ wielowska¹nika nazy-
wamy liczb¦ |α| = α1 +...+αd. Wielowska¹niki dodajemy do siebie jak wektory.
Dla wielowska¹nika α = (α1, ..., αd) oznaczmy

xα = xα1
1 x

α2
2 ...x

αd
d ,

Dα =
( ∂

∂x1

)α1
( ∂

∂x2

)α2

...
( ∂

∂xd

)αd
.

W przestrzeni Rd mamy podobnie jak w R translacje x 7→ x + y i dylatacje
x 7→ tx. Ponadto wa»n¡ grup¡ przeksztaªce« jest grupa obrotów x 7→ Ax,
gdzie A jest macierz¡ ortogonaln¡ (przeksztaªceniem ortogonalnym), tj. przek-
sztaªceniem liniowym zachowuj¡cym iloczyn skalarny.
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∫
Rd
f(x+ y) dx =

∫
Rd
f(x) dx,∫

Rd
f(tx) dx = t−d

∫
Rd
f(x) dx,∫

Rd
f(Ax) dx =

∫
Rd
f(x) dx.

Przez S(Rd) oznacza¢ b¦dziemy klas¦ Schwartza, tj. zbiór funkcji f takich,
»e

sup
x∈Rd
|x|k| Dαf(x)| < Cα,k <∞

dla wszystkich k ≥ 0 i α.

8.2. Transformata Fouriera. Dla funkcji caªkowalnej f de�niujemy jej trans-
format¦ Fouriera

f̂(ξ) =

∫
Rd
f(x)e−2πix·ξ dx.

Mamy nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 8.1. Dla f ∈ S(Rd) mamy

(i) f(x+ h)̂ (ξ) = f̂(ξ)e2πiξ·h

(ii) (f(x)e−2πix·h)̂ (ξ) = f̂(ξ + h),

(iii) (f(tx))̂ (ξ) = t−df̂(δ−1ξ)

(iv) (Dαf )̂ (ξ) = (2πiξ)αf̂(ξ),

(v) (−2πix)αf(x))̂ (ξ) = Dαf̂(ξ)

(vi) (f(Ax))̂ (ξ) = f̂(Aξ) dla obrotu A.

�wiczenie 8.1. Udowodnij powy»sze twierdzenie.

Wniosek 8.2. Transformata Fouriera odwzorowuje klas¦ Schwartza S(Rd) w
S(Rd).

Funkcje f nazywamy radialn¡, gdy f(x) = f(y) je±li tylko |x| = |y| lub
inaczej f(x) = f(Ax) dla ka»dego obrotu A.

Wniosek 8.3. Transformata Fouriera funkcji radialnej f ∈ S jest radialna.

�wiczenie 8.2. Transformata Fouriera funkcji rozdzielonych zmiennych
f(x) = f1(x1)f2(x2)...fd(xd), fj ∈ S jest iloczynem f̂j(ξj).
�wiczenie 8.3. Dla f, f ∈ S zde�niujmy splot

f ∗ g(x) =

∫
Rd
f(x− y)g(y) dy

Udowodnij, »e splot jest operacj¡ przemienn¡ oraz

f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).
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Twierdzenie 8.4. Zaªó»my, »e f ∈ S(Rd). Wówczas

f(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πix·ξ dξ.

Dowód . Krok 1; zauwa»my, »e transformata Fouriera funkcji e−π|x|
2
jest równa

e−π|ξ|
2
.

Krok 2; Rodzina funkcji Kδ(x) = δ−d/2e−π|x|
2/δ tworzy jedno±¢ aproksymaty-

wn¡.
Krok 3; ∫

Rd
f(x)ĝ(x) dx =

∫
Rd
f̂(y)g(y) dy.

St¡d wzór na odwrócenie wynika z takiego samego rozumowania jak w przy-
padku jednowymiarowym
tu

Wniosek 8.5. Wzór Plancherela

‖f‖L2 = ‖f̂‖L2

�wiczenie 8.4. Udowodni¢ powy»szy wniosek.
�wiczenie 8.5. Transformata Fouriera przeksztaªca klas¦ Schwartza na

siebie.

Zako«czmy nasze rozwa»ania nast¦puj¡cym twierdzeniem, którego dowód
wynika z faktu, »e funkcje klasy C∞ o no±niku zwartym le»¡ g¦sto w L1(Rd).

Twierdzenie 8.6. Lemat Riemanna-Lebesgue'a Je±li f ∈ L1(Rd), to f̂(ξ)→
0 przy |ξ| → ∞.

8.3. Równanie fali. Oznaczenia: x ∈ Rd, t ∈ R, ∆ =
∑d

j=1
∂2

∂x2
j
Interesuje nas

zagadnienie znalezienia rozwi¡zania zagadnienia Cauchy'oego dla równania fali
tj. rozwi¡zania równania

∂2

∂t2
u(x, t) = ∆u(x, t),

przy warunkach pocz¡tkowych

u(x, 0) = f(x),
∂

∂t
u(x, 0) = g(x).

Rozwa»my transformat¦ Fouriera u po zmiennej x. Wówczas mamy

−4π2|ξ|2û(ξ, t) =
∂2

∂t2
û(ξ, t).

Rozwi¡zaniem tego równania jest funkcja postaci

û(ξ, t) = A(ξ) cos(2π|ξ|t) +B(ξ) sin(2π|ξ|t).
Warunki pocz¡tkowe przechodz¡ na

û(ξ, t) = f̂(ξ), ∂tû(ξ, 0) = ĝ(ξ).
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Rozwi¡zuj¡c mamy

A(ξ) = f̂(ξ), 2π|ξ|B(ξ) =
sin(2π|ξ|t)

2π|ξ|
.

St¡d

û(ξ, t) = f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)
sin(2π|ξ|t)

2π|ξ|
.

Twierdzenie 8.7. Rozwi¡zaniem zagadnienia Cauchy'ego dla równania fali z
funkcjami f, g ∈ S jest

u(x, t) =

∫
Rd

[
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

]
e2πix·ξ dξ.

Dowód .
Sprawd¹my, »e caªka zadaje rozwi¡zanie równania fali. Istotnie ró»niczkuj¡c

pod znakiem caªki mamy

(8.8) ∆u(x, t) =

∫
Rd

[
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

]
(−4π2|ξ|2)e2πix·ξ dξ.

Z drugiej strony ró»niczkuj¡c dwukrotnie wzgl¦dem t mamy
(8.9)
∂2

∂t2
u(x, t) =

∫
Rd

[
− 4π2|ξ|2f̂(ξ) cos(2πξ|t)− 4π2|ξ|2ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

]
e2πix·ξ dξ

Kªad¡c t = 0 mamy

u(x, 0) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πix·ξ dξ = f(x).

Ró»niczkuj¡c jeden raz wzgl¦dem t i potem podstawiaj¡c t = 0 mamy

∂u

∂t
u(x, 0) = g(x).

tu
Dla rozwi¡zania u równania fali oznaczmy prze E(t) jej energi¦, to jest

wielko±¢

E(t) =

∫
Rd

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2 +
∣∣∣ ∂u
∂x1

∣∣∣2 + ...+
∣∣∣ ∂u
∂xd

∣∣∣2 dx.
Mamy

Twierdzenie 8.10. Rozwi¡zanie rozwadnia fali dane przez powy»szy wzór ma
staª¡ energi¦, to jest E(t) = E(0).

Dowód .
Dla liczb zespolonych a i b i liczby rzeczywistej α mamy

(8.11) |a cosα + b sinα|2 + | − a sinα + b cosα|2 = |a|2 + |b|2.
St¡d »e wzoru Plancherela mamy∫

Rd

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2 dx =

∫
Rd
| − 2π|ξ|f̂(ξ) sin(2π|ξ|t) + ĝ(ξ) cos(2π|ξ|t)|2 dξ.
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Podobnie∫
Rd

d∑
j=1

∣∣∣ ∂u
∂xj

∣∣∣2 dx =

∫
Rd
|2π|ξ|f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ sin(2π|ξ|t)|2 dξ

Stosuj¡c (8.11) mamy tez¦.

8.4. Równanie fali w R3. Niech S2 oznacza sfer¦ jednostkow¡ w R3. Przez∫
S2

f(γ)dσ(γ)

oznacza¢ b¦dziemy caªk¦ powierzchniow¡. Dla f ∈ S(R3) oznaczmy przez

Mt(f)(x) =
1

4π

∫
S2

f(x− tγ)dσ(γ).

Lemat 8.12. Je±li f ∈ S(R3), to dla ka»dego t mamy Mt(f) ∈ S(R3). Pon-
adto, Mt(f) jest klasy C∞ wzgl¦dem t i ka»da pochodna wzgl¦dem t nale»y do
S.

Dowód . �wiczenie 8.6. tu

Lemat 8.13.
1

4π

∫
S2

e−2πiξ·γ dσ(γ) =
sin(2π|ξ|)

2π|ξ|

Dowód . Zauwa»my, »e caªka po lewej stronie jest funkcj¡ radialn¡. Dlatego
wystarczy udowodni¢ dla ξ = (0, 0, ρ). Dla ρ = 0 wzór jest oczywisty. Je±li
ρ > 0, to stosujemy wspóªrz¦dne sferyczne i dostajemy, »e caªka jest równa

1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

e−2πiρ cos θ sin θ dθdφ.

Zamiana zmiennych u = − cos θ daje

1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

e−2πiρ cos θ sin θ dθdφ =
1

2

∫ π

0

e−2πiρ cos θ sin θdθ

=
1

2

∫ 1

−1

e2πiρu du

=
sin(2πρ)

2π|ξ|t

(8.14)

tu

Mamy

M̂t(f)(ξ) = f̂(ξ)
sin(2π|ξ|t)

2π|ξ|t
.
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Twierdzenie 8.15. Rozwi¡zanie równania fali w R3 z warunkami pocz¡tkowymi
u(x, 0) = f(x), ∂tu(x, 0) = g(x) dane jest przez

u(x, t) =
∂

∂t
(tMt(f)(x)) + tMt(g)(x).

Dowód . Zaªó»my, »e f(x) = 0. Wówczas rozwi¡zanie zagadnienia dane jest
przez

u(x, t) = t

∫
R3

[
ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|t

]
e2πix·ξ dξ

= tMt(g)(x)

(8.16)

Je±li zaªo»ymy teraz, »e g = 0, to rozwi¡zanie zagadnienia dane jest

u(x, t) =

∫
R3

[
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t)

]
e2πix·ξ dξ

= ∂t

(
t

∫
R3

[
f̂(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|t

]
e2πix·ξ dξ

)
= ∂t(tMt(f)(x))

(8.17)

tu

8.5. Zastosowania. Transformata Radona. Matematyczny model to-
mografu komputerowego. Zbiór prostych na pªaszczy¹nie R2 mo»emy sparame-
tryzowa¢ parami (t, α), gdzie t ∈ R), α ∈ [0, π). Dla (t, α) przez p(t, α)
oznaczamy prost¡ prostopadª¡ do wektora (cosα, sinα), przechodz¡c¡ przez
(t cosα, t sinα). Prosta taka ma równie x cosα+y sinα = t i mo»na j¡ sparame-
tryzowa¢ przyporz¡dkowaniem: R 3 u 7→ (t cosα + u sinα, t sinα− u cosα).
Dla funkcji f ∈ S(R2) zde�niujmy jej transformat¦ Radona Rf(t, α), t ∈ R,

α ∈ [0, π] wzorem

(Rf)(t, α) =

∫
p(t,α)

f =

∫ ∞
−∞

f(t cosα + u sinα, t sinα− u cosα) du.

Interpretacja �zyczna jest nast¦puj¡ca. Niech f(x, y) b¦dzie g¦sto±ci¡ tkanki.
Wówczas promie« rentgenowski wysªany wzdªu» prostej p(t, α) przechodz¡c
przez tkank¦ traci na energii. Je±li przyjmiemy, »e strata jest wprost propor-
cjonalna do g¦sto±ci tkanki i dªugo±ci jak¡ musi przeby¢ promie«, to wielko±¢
jak¡ jest w stanie zmierzy¢ maszyna jest wªa±nie powy»sz¡ caªk¡.
Interesuje nas zagadnienie czy znaj¡c wszystkie pomiary Rf(t, α) jeste±my

w stanie odtworzy¢ funkcj¦ f .
�wiczenie 8.7. Przyjmujmy, »e f ∈ S(R2). WówczasRf(t, α) przy ustalonym

α jest funkcj¡ z klasy Schwartza zmiennej t. Ponadto ‖Rf(t, α)−Rf(t, α′)‖N ≤
C|α− α′|.

Przy ustalonym α obliczmy jednowymiarow¡ transformat¦ FourieraF funkcji
Rf(t, α) w punkcie ξ.
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FRf(ξ, α) =

∫ ∞
−∞

e−2πiξtRf(t, α) dt

=

∫ ∞
−∞

e−πitξ
∫ ∞
−∞

f(t cosα + u sinα, t sinα− u cosα)du dt

=

∫
f(x, y)e−2πi(x cosα+y sinα)ξdx dy

= f̂(ξ cosα, ξ sinα).

(8.18)

Stosuj¡c wzór na odwrócenie transformaty Fouriera a nast¦pnie zamian¦ zmi-
ennych na biegunowe, mamy

f(x, y) =

∫
R2

e2πi(xη+yδ)f̂(η, δ) dη dδ

=

∫ ∞
−∞

∫ π

0

e2πi(ξx cosα+ξy sinα)|ξ|f̂(ξ cosα, ξ sinα) dαdξ

=

∫ ∞
−∞

∫ π

0

∫ ∞
−∞

e2πi(ξx cosα+ξy sinα)|ξ|e−2πiξtRf(t, α) dt dαdξ.

(8.19)

Wyprowadzili±my wzór na odwrócenie transformaty Radona.
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