ODWZOROWANIA WIELOWARTOSCIOWE

MIECZYSLAW CICHON

1. POJECIE MULTIFUNKCJI. NATURALNE REALIZACJE
Tu wprowadzimy podstawowe pojecia...

Przez odwzorowanie wielowartosciowe (multifunkcje) rozumiemy dowolne odwzorowanie P :

T — 2% gdzie 2% jest rodzina wszystkich podzbioréw X. Na ogdl interesoway nas bedzie sytuacja,
gdy ma ona wartosci niepuste.

Dziedzing (istotna) multifunkcji nazywamy zbiér
Tp={teT:P(t)#0}.

Wtedy P : Tp — N (X), gdzie N (X) jest rodzing wszystkich niepustych podzbioréw X. W
tym przypadku bedziemy réwniez pisaé

P:T~ X.
Multifunkcje bedziemy oznaczaé¢ wielkimi literami F', G, P,... .
Odwzorowania sa naturalne w wielu réznych sytuacjach:
1: Miejsca zerowe wielomianéw np. P (z) = {y : w (z,y) = 0}, gdzie w (z,y) jest wielomianem
dwoch zmiennych;
: Czeste w teoril sterowania: F (t) = f(¢,Y), gdzie f : T x Y — X jest dana funkcja;
: G(t)={z:g(t z) <0} dla danej funkcji g : T x X — R;
: Log (2) = {w : expw = 2z} okreslonej dla z € C\ {0} .
: Niech a,b: T — R beda danymi funkcjami. Rozwazamy przedzialy

P(t)=la(t),0(1)]
Wtedy P : T ~- R oraz dziedzing P jest zbiér Tp = {t: a (t) <b(t)}.

TUR LN

Date: wersja robocza.
w duzej czesci oparte o [4], [5]
Bardzo dzigkuje¢ prof. A. Fryszkowskiemu za udostepnienie manuskryptu [4] - polecam jego ksiazki!
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2. CIAGI ZBIOROW

2.1. Definicja oparta o teorie¢ mnogosci. .

Podstawowe informacje w jezyku polskim sa w ksiazkach K. Kuratowskiego ”Wstep do Teorii
Mnogosci i Topologii” str. 54 oraz K.Kuratowski, M. Mostowski ”Teoria Mnogo$ci” - strona 70
(dostep w ICM : http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/mon/mon27/mon2702.pdf ).

2.2. Pojecie granicy w przestrzeni topologicznej. Mozna tu wykorzystaé poprzednie definicje,
ale ”poprawié¢” pewne (omawiane na wyktadach) konrprzyklady (brak zieznosci ciggu zbioréw jed-
noelementowych bedacych wyrazami ciggéw zbieznych!!).

Definiujemy:

LNSAn = ﬁ G Ak

n=1k=n

LiA, = G ﬁ Ay
n=1k=n

Dla zainteresowanych: sprawdzié¢ co to jest topologia Fella na rodzinie zbiorw. Jest generowana
przez dwa rodzaje zbiorw. Dla A C S zdefinujmy

A= ={Bec2X :BnA#0},

and

AT ={Be2¥:BcC A}
Dolna topologia Fella na 2% jest generowana przez podbaze zbioréw otwartych postaci W, gdzie
W jest zbiorem otwartym w X.

Gdrna topologia Fella na 2% jest generowana przez podbaze zbioréw otwartych postaci CF,
gdzie C ma zwarte dopenienie w X.

Poza klasa przestrzeni lokalnie zwarych X nie jest to nawet przestrzert Hausdorffa, ale w naszych
rozwazaniach rozpatrujemy na ogoél lokalnie zwarte przestrzenie metryczne, wie nie jest to istotnym
ograniczeniem.

Ta topologia wprowadzona na cl(X) jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy X jest lokalnie
zwarta i spehia drugi aksjomat przeliczalnosci [7, Theorem 5.1.5]). Oczywidcie dla X = R nie
mamy problemu i nie musimy rozpatrywaé ciagéw uogélnionych ...

A teraz najwazniejsze pojecie:

Definicja 1. Niech (A,) bedzie ciggiem domknietych zbioréw w przestrzeni topologicznej X. Zbidr
LiA,, nazywamy granica dolna w sensie Kuratowskiego tego ciggu jesli jest zbiorem wszystkich
punktow y € X, dla ktérych ich dowolne otoczenia majg niepuste przekroje ze zbiorami A,, poza, co
najwyzej, ich skonczong liczbg.

Odpowiednio: granica gérna Kuratowskiego LsA,, to zbior punktéw y € X, dla ktérych ich
dowolne otoczenia majg niepuste przekroje z nieskoriczong liczbg zbioréw A, .

Lemat 2. (cf. [19, Theorem 2.6]) W dowolnej przestrzeni topologicznej X topologie Fella i Kura-
towskiego sq porownywalne: Tp C Tk .

A w przypadku lokalnie zwartych X mamy wiecej ([19, Theorem 1.1]):
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Lemat 3. ([7, Theorem 5.2.10] or [18, Proposition 2.4]) Niech X bedzie lokalnie zwarta. Cigg
domknietych podzbioriy w X jest zbiezny w Tp wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbie:zny w Ti i obie
granice sA réwne.

Co wiecej:
Stwierdzenie 4. ([7, Proposition 5.2.5]) Niech (A,) bedzie ciggiem domknietych pozdbioréw lokalnie
zwartej przestrzeni X . Nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:
e [K1] A C LiA,, i dla dowolnego zbioru zwartego K C X, mamy Ls(K N A,) C A,
o [K2] A, jest zbieiny w topologii Fella do A.
Dla zwartych przestrzeni S topologia Fella jest réwnowazna z topologia wyznaczona przez me-
tryke Hausdorffa ([7, Corollary 5.1.11]).
Wybieranie podciagéw zbieznych (prosze poréwnaé z wynikiem dla ciggdéw liczbowych!!):
Stwierdzenie 5. ([7, Theorem 5.2.12]) Niech X bedzie przestrzenig metryczng oraz A, - ciggiem
zbioréw w cl(X). Wtedy (A,) ma podcigg zbiezny w sensie Kuratowskiego.

2.3. Granice ciagu zbioréw w przestrzeniach metrycznych i unormowanych. .

Inna, szczegdlnie przydatna, definicja zbieznosci w sensie Kuratowskiego moze by¢ podana w
przestrzeniach metrycznych. Rozpocznijmy od sformuownia ogdlnego:

Definicja 6. ([18, Definition 1.9]) Niech (A,) bedzie ciggiem domknietych zbiordw w przestrzeni
metrycznej X. Zbior LiA, nazywamy granicq dolng w sensie Kuratowskiego tego ciggu jesli jest
zbiorem wszystkich punktow y € X, dla ktorych ich dowolne otoczenia majg niepuste przekroje ze
zbiorami A,, poza, co najwyzej, ich skoriczong liczbg.

Odpowiednio: granica gorna Kuratowskiego LsA, to zbior punktow y € X, dla ktdrych ich
dowolne otoczenia majg niepuste przekroje z nieskoriczong liczbg zbiorow A,.

Jesli LiA,, = LsA,, = A to piszemy LimA, = A i méwimy, ze (A,,) jest zbiezny do A w sensie
Kuratowskiego.

Ta zbieznosé nie jest topologiczna w dowolnej przestrzeni (Twierdzenie Mréwki [18, Proposi-
tion 2.2]), ale na przestrzeniach lokalnie zwartych Hausdorffa juz istnieje topologia powiazana z ta
zbieznoscia.

Mamy nastepujace charakteryzacje granic Kuratowskiego:
LsA,, = {z € X : liminf dist(z, A,) = 0},
n—oo
LiA, ={z € X : lim dist(z, A,) =0}
n—oo

oraz

LsA,, = ﬁ fj A, and D ﬁ A, C LiA,,.

n=1k=n n=1k=n

Dla porwnania: zbieznosé ciagéow zbioréw w R w topologii Fella daje nam:

Stwierdzenie 7. ([7, Corollary 5.1.7]) Cligg zbioréw domknietych A, w R jest zbieiny do A w
topologii Fella wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zwrtego zbioru K C R mamy lim,, o, e(K N
A, Ay) =0 oraz lim, o e(K N A,, A) =0.

Jest to charakteryzacja w terminach funkcji odstepu e(-, A), a nie funkcji dist(-, A)! Te defincje
sa omawiane na wykladzie i ¢wiczeniach, a zostana wprowadzone w kolejnym podrozdziale.
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3. CIAGLOSC MULTIFUNKCJI

Podamy wybrane realizacje chrakteryzacji ciaglosci multifunkcji bazujace na réznych podejsciach
znanych dla funkcji: definicja Heinego (ciagi zbioréw !!), definicja Cauchy’ego (metryki i topologie
na rodzinach zbioréw - wiele mozliwosci...) czy charakteryzacje w przestrzeniach topologicznych.

Ponizej mala prébka, a szczegdly na wykladach.

Definicja 8. Odwzorowanie wielowartosciowe G : E — 2F o niepustych, domknietych wartosciach
nazywamy hemi-potciggle z gory (uhc) [stabo hemi-pdtciggle z gory, w — uhc] wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego x* € E* i kazdego A\ € R zbior {x € E : o(z*,G(x)) < A} jest otwarty w E [w

(E,w))/, gdzie o(x*,G(-)) jest funkcjq pdlciggly z gory dang wzorem o(xz*, A) = supz™*(x).
z€A

Definicja 9. Odwzorowanie wielowartosciowe G : E — 2F nazywamy stabo ciggowo hemi-péiciggte
z gory (w— seq uhc) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x* € E*, funkcja o(z*,G()) : E — R jest
ciggowo pdlciggta z géry w (E,w).

4. METRYKI NA RODZINACH ZBIOROW

Czyli o odleglosciach zbioréw - nie tylko metryka Hausdorffa...

Metryka (Pompeiu-)Hausdorffa ([7]) (X, d) - przestrzen metryczna)
Zdefiniujmy funkcje "dist” odleglosci punktu od zbioru:

i B) = inf .
dist(a, B) inf d(a,b)
Dla zbioréw domknietych X,Y C X zdefiniujmy:

e(X,Y) = sup dist(z,Y) = sup inf d(z,y) =inf{r >0 : X C B(Y,r)},
zeX zeX YE€Y
oraz
hX,Y) = max{e(X,Y),e(Y, X)} .
Przyjmijmy umownie, e(f,Y) = 0.

Wielkosé e(X,Y) nazywamy odstepem (excess) lub odlegloscia niesymetryczna pomiedzy zbio-
rami X 1 Y. Funkcje h : cl(X) x cl(X) — R4 nazywamy odleglodcia Hausdorffa zbioréw X i Y.
Mozna pokazaé, ze na rodzinie zbioréw domknietych jest to metryka.

Zbiory nieograniczone: metryka Hausdorffa moze wynosi¢ +oo:

h([-n,n],R) = +o00

dlan > 1.

Pamietajmy (przyklad na zajeciach), ze nawet metryki réwnowazne moga generowaé nieréwnowazne
metryki Hausdorffa, czyli ta metryka jest ona silnie zalezna od ustalonej metryki na X!!
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4.1. Wlasnos$ci metryki Hausdorffa.
d — metric in X, d(a, B) = infyecp d(a,b) — odleglosé ”distance”,
eqd(A, B) = sup,c 4 d(a, B) — odstep "excess”,
ha(A, B) = max{e(A, B),e(B, A) } — metryka Hausdorffa,
B(a,r) = {x € X : d(z,a) < r} — kula otwarta, O,(A) = {z € X : d(z,A) < r} -
g-otoczenie

OPISY ROWNOWAZNE:

1. B(a,e) = O {a} 0.A= | Bla,¢) r€0.As B(x,e)NA#(
acA
2. e(A,B)=inf{r>0:AC0O,B}= Supiex(d(x, B)—d(z,A)) =infs.ap sup,ecq d(a, f(a))

3. h(A,B)=inf{r>0: ACO,B, BC O, A} =sup,cx |d(z,A) — d(z, B)|
WELASNOSCI ODSTEPU ZBIOROW e I METRYKI h
1 e(A,B)=0< ACB h(A,B)=0& A= E
2 h(A,B) = h(B,A) e(A,B) # e(B, A) (w calej ogblnosci)
3 e(A,B)<e(4,0)+e(C,B) h(A \B) < h(A, ) hC, B) o
4 e(A, B) = e(4, B) = e(A, B) = e(4, B) h(A, B) = h(A, B) = h(A, B) = h(A, B)
5 ACB = e(A,C)Se(B7C’)
6 e(AUC,BUC) < e(4,B) h(AUC,BUC) < h(A, B)
7 e(U A, UB;) < sup;cre(4;, B;) h(UJ A, U B;) < sup;er h(A;, B;)
i€l i€l i€l i€l
8 e(J A;, B) = sup;c;e(A;i, B) e(4, UB;) <inficre(A, B;)
i€l i€l
9. d(z, U B;) = infier d(z, B;) infaea pep d(a,b) < min{e(A, B),e(B,A)} < h(A, B)
icl
10. e(A4,AB) = [A| -e(4, B) e(AA, pA) < A —pl - |Al (gdzie [A]l = supgea llall)
11. e(A+C, B+C)<6(A B) h(A+C,B+C) < h(A,B)
12. efAAB+(1-=XNC]<X-e(A,B)+ (1 -X)-e(A,C) Ve,

13, AAMA (1= NC] <A, C) Vicon) Yac - awarty

[w przestrzeniach unormowanych]
14. e(conv A, conv B) = e(A, conv B) < e(A4, B) h(conv A, conv B) < h(A, B)
15. ein1(4,B) =eqi(A,B) A1 harni(A,B) = hq(A,B) A1 (gdzie d A1 =min{l,d})

Wrasnoscr O

1. A= O0(4) 0. A=0.A O,A COLA Veco,
e>0

2. ACB = O.ACO.B O.ANB C O.(ANO.B) O, ANB # () < ANO.B # 0
3. 0. ( UAl) = U 0.4; 0. (0.A)° c A°

el iel
4. O [Og, A] C Ogy 46, (A) O¢, (0., A) # O, (0, A) (w 0gblnoscei)
5. O: 0., Al = Ocy4e,(A)  [w przestrzeniach unormowanych]|
6. O (A)+0.,(B) C Oy 46, (A+B) O.(A+B)=A+0.B O0.(—A4) =-0.A
7. /\OE(A) C O|>\|.s(/\A) V)\7go - OE(A) C OE(AA) v\)\Kl
8. conv(O.A) C O (conv A) conv(O, conv A) = O, conv A

INNE WLASNOSCI:
e(A,B)<e = ACO.B AC O.B = e(A,B)<¢

[
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hOg, A1,0.,As) < h(A1, Ag) + max(e1,e2) h(A,O0.A) <e

hOg, A1,0.,As) = h(Ay, Ag) + |e1 — 2| [w przestrzeniach unormowanych]

C — wypukly = O.C — wypukly [w przestrzeniach unormowanych]

w: X =Y, hlo(x1),p(x2)] < L-d(x1,x2) (i.e. ¢ — wielowartodciowo Lipschitz’a)
S ep(A)p(B)| < L-c(AB)  9(0.4)COp.p4)

K =", K, — zstepujacy ciag zwartych zbiorée = h(K,,K) — 0

n—oo

Ol W

&

7. A, BN A, A, —spdjny, A — zwarty = A — spéjny

n—oo

A, " A = Lid,=A=1sA4,
n—oo

5. SELEKTORY

Selektorem (selekcja) multifunkeji F : X — 2¥ \ {0} nazywaé bedziemy kazda funkcje f: X — Y
taka, ze f(z) € F(x) dla kazdego = € X. Istnienie takiej funkeji wynika z aksjomatu wyboru.

Oczywiscie moze mie¢ ona rézne doadatkowe wiasnosci, takie jak ciaglosé czy mierzalnosé i
zbadamy warunki wystarczajace do istnienia (i liczby) takich selektoréw.

5.1. Twierdzenie Michaela o ciaglych selektorach. W tym rozdziale oméwimy twierdzenie
o istnieniu ciaglego selektora dla multifunkcji p.z.d. z domknietymi i wypuktymi wartosciami oraz
podstawowe jego konsekwencje.

Bedziemy teraz zakladaé, ze T jest parazwarta przestrzenia topologiczna Hausdorff’a. Dla
dowolnej rodziny {ps} funkeji ciagtych z T w przestrzen Banacha X multifunkcja P : T —
el (X) dana wzorem

a€A

P(t)=cl{ps(t): a € A}
jest pdlciggla z dotu Oczywiscie kazda funkcja p, jest ciaglym selektorem P. Z drugiej strony
istnieja ciagle multifunkcje, ktore nie maja ciaglych selektoréw.

Przyklad 10 (Aubin-Cellina). Niech T C R? bedzie domknietg kulg jednostkowg. Rozwazmy
odwzorowanie wielowartosciowe P :T — ¢l (T') dane dla t = (r cos ¢y, rsin p;) wzorem

P(t) ={(cosp,sinp) : [p+ @ <m(1—7)}.
Wtedy P jest odwzorowaniem ciaglym, ale nie ma ono ciaglych selektoréw.

Twierdzenie 11 (Michael). [5, 6] Niech T bedzie przestrzenig parazwartg, a X - p. Banacha.
Zatézmy, ze P : T — cleo (X)) jest multifunkcjg p.z.d.. Wtedy P ma ciggly selektor.

Dowdéd: Dowdd prowadzi sie w trzech krokach. Szczegdly mozna znalezé w [5, 6]. Tu tylko zarys
dowodu, ktéry warto znaé, bo jest bardzo charakterystyczny i wszelki rozszerzenia tego twierdzenia
(a istniejatakie) bazuja na tej konstrukeji.

I. Dla dowolnego ¢ > 0, skonstruujemy tzw. ciagly e— selektor , tzn. taka funkcje ciagly
p:T — X, ze

dist (p(t),P(t)) <e.

Dowodzi sie, ze wwezas multifunkcja
R(t)=P@)NnB{p(t) e} #0.
multifunkcja R : T — co (X) jest takze p.z.d..
II. Teraz podane zostana konstrukcje dwéch ciagow:
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(i) funkcji ciggltych p,, : T — X, n = 1,2, ... i multifunkcji p.z.d.
P,: T —cleco(X), n=0,1,2,...
majacych, dla kazdego t € T, nastepujace wlasnosci:
. 1
) dist (pra (1), Po (1)) < 5y
(i) multifunkeji
b) Pny1(t) C P, (t) C P(1).
ITI. Ostatecznie pokazuje sie, ze , p,, zbiega niemal jednostajnie do p i stad wyniknie, ze p jest
zadang (ciagtym selektorem.
]

Oryginalne twierdzenie Michaela méwi znacznie wiecej, niz przedstawione powyzej i ma nastepujace
sformutowanie:

Twierdzenie 12. [6, 5] Przestrzen topologiczna Hausdorffa jest parazwarta wtedy i tylko wtedy,
gdy kazda o$rodkowa przestrzeri Banacha X posiada wtasnosé, zZe dowolna p.z.d. multifunkcja P :
T — clcoX ma ciggly selektor .

Poprzedni wynik daje réwniez odpowiedz na pytanie, ile ciaglych selektoréw posiada dana
p.z.d. multifunkcja P : T — cleo (X) i czy dla danego to € T multifunkcja P : T — clco (X) ma
ciagle selektory przyjmujace zadang z géry wartosé xg € P(ty).

Stwierdzenie 13. Zaldzmy, Ze multifunkcja P : T — clco(X) jest p.z.d. i niech Ty C T bedzie
ustalonym podzbiorem domknietym. Wowczas kazdg ciggly selektor p : Ty — X odwzorowania
P|g, : Ty — clco(X) mozna przediuzyé do cigglego selektora P na catym T. W szczegdlnosci, dla
danych to € T oraz xg € P(to), istnieje ciggly selektor py, o, odwzorowania P taka, Ze
Pto,zo (to) = Zo-
Ciekawy wynik (nawiazemy do niego w przypadku mierzalnych selektoréw) daje nam nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 14. Niech P : T — clco (X) bedzie dang multifunkcjg. Wdowcezas P jest p.z.d.

wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejg ciggle funkcje po : T — X takie, zZe dla kaZdego t € T

(1) P(t)=cl{pa(t) : € A}.

Jezeli obie przestrzenie T i X sqg osrodkowe to mozna zaktadad, Ze reprezentacja (1) jest przeliczalna.
Twierdzenie Michaela ma zastosowania w wielu dzialach matematyki, w tym réwniez w badaniu

funkeji rzeczywistych. (PROSZE ZROBIC RYSUNEK!!!!)

Whiosek 15. Rozwazmy funkcje a,b: T — R spelniajgce nieréwnosé a(t) < b(t) (t € T) i takie, Ze

a jest funkcja p.z.g., zas b — funkcja p.z.d.. Zatézmy ponadto, Ze dla pewnego zbioru domknietego

Ty C T istnieje ciggta funkcja c: Ty — R spelniajgca dla wszystkich t € Ty nieréwnosci

(2) a(t)<p(t)<b(t).

Wtedy p daje sie przedtuzyé w sposob ciggly na calg przestrzen T w taki sposob, by spetniona byta

nierdwnosé (2). W szczegdlnosci, dla dowolnych to € T i zg € [a(to),b (to)] istnieje ciggta funkcja
Do,z taka, Ze dla wszystkich t € T zachodzi (2) oraz

Pto.zo (to) = Zo
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Twierdzenie 14 ma réwniez swéj odpowiednik w analizie rzeczywistej
(PROSZE ZROBIC RYSUNEK!!!!). Zachodzi mianowicie

Twierdzenie 16. Niech a,b: T — R bedg danymi odwzorowaniami. Wtedy:
1. odwzorowanie a jest p.z.d. wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg funkcje ciggte ao, - T — R, a € A,
takie, ze dla kazdego t € T

(3) a(t) = supaq ().
a€cA
Podobnie,
it. odwzorowanie b jest p.z.g. wtedy i tylko wtedy, gdy posiada ono reprezentacje
4 b(t) = inf b, (t
(4) (t) = infbe (1)

z cigglymi by, : T — R, a € A. Ponadto, dla osrodkowej przestrzeni metrycznej (T,d) mozna
zadaé, zeby reprezentacje (3) i (4) byly przeliczalne.

Nalezy stwierdzi¢, ze w Twierdzeniu Michaela wszystkie zalozenia sa istotne.

Stwierdzenie 17. Niech P : T — clco(X) bedzie multifunkcjg p.z.d. i zaléZmy, Ze mamy dane
takie funkcje ciggle c: T — X ir: T — RY, Ze dla kaidego t € T zbior

R(t) =P ()N B(c(t),r(t) #0.
Wtedy R: T — co (X) ma ciggly selektor .

6. MULTIFUNKCJE MIERZALNE

Niech T bedzie danym zbiorem z o — cialem X mierzalnych podzbioréw T, za§ X oraz Y beda
przestrzeniami topologicznymi.

Definicja 18. Multifunkcja P : T ~~ X nazywa sie X—mierzalna (lub krdotko mierzalna), jesli
dla kazdego zbioru otwartego U C X zbior P_ (U) € X.

Przykiad 19. Multifunkcja P (t) = {p(t)} z2p: T — X jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy p
jest funkcjg mierzalng.

Inne przyktady beda podane ponizej. Przedstawimy réwniez pewne charakteryzacje mierzalnosci
multifunkcji i ich wlasnosci. Zaczniemy od

Stwierdzenie 20. Nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:
(1) P:T~ X jest mierzalna;
(ii) dla kazdego zbioru domknietego F' C X zbior
P~ (F)eX.

W przypadku, gdy (X,d) jest osrodkowg przestrzenig metryczng to oba waunki sg réwnowaine
nastepujgcemu:

(#i1) dla kazdej kuli otwartej B (x,r) zbidr

P~ {B(z,r)} € ¥.

Uwaga 21. Zauwazmy, Ze, multifunkcja P : T ~~ X jest mierzalna wtedy i tylko witedy, gdy
P:T — c(X), dana przez P (t) = clP (t), jest mierzalna.

W przestrzeniach metrycznych (X, d) pojecie mierzalnosci odwzorowan wielowartosciowych mozna
wyrazi¢ w terminach metryki d. Mamy mianowicie:
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Stwierdzenie 22. Multifunkcja P : T ~~ X jest ¥ — mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia
nastepujgcy warunek:
odwzorowanie t —» dist (x, P (t)) jest X — mierzalne dla dowolnych x € X.

Uwaga 23. Zauwazmy, Ze dla kaZdego t € T odwzorowanie v — dist (x, P (t)) jest ciggte. W
sytuacyi, gdy 3 = L wystarczy to formutowaé nastepujgco:
odwzorowanie x — dist (x, P (t)) jest ciggte dla p.w. t € T.

Mierzalne multifunkcje posiadaja bogatsza strukture niz odwzorowania punktowe. Gléwne
ich wlasnosci prezentujemy ponizej.

Stwierdzenie 24. Niechr : T — R, p, : T — X i P, : T ~~ X bedqg danymi odwzorowaniams
mierzalnymi (n =0,1,2,...), zas w : X — Y funkcjg cigglg. Wtedy odwzorowania

Pt)=(Pu(t),
n=0

Q=P (),

Ct)=c{pn(t) :n=0,1,2,...},

w(P) () =w{P(t)}
sq rowniez mierzalne.

Przyklad 25. Multifunkcja I (t) = [a(t),b(t)] jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowania
a=a()ib=>() sg mierzalne.

7. MIERZALNE SELEKTORY
Przypomnijmy, ze selektorem multifunkcji P : T ~~ X nazywamy kazde odwzorowanie p : T —
X, ze
p(t) € P(t) dla kaidego teT.
Jezeli p jest mierzalna (ciggla) to wtedy méwimy o mierzalnej (ciggltym) selektorze odwzorowania
" W przypadku zwartej przestrzeni Hausdorffa T z o — cialem L zbioréw mierzalnych w sen-

sie Lebesgue’a danym przez miare Radona pu, przez mierzalna selektor rozumiemy réowniez odw-
zorowanie mierzalne p : T — X takie, ze

p(t) € P(t) dla prawie wszystkich (pw.) t € T.

W teorii mierzalnych selektoréw podstawowy wynik nalezy do Kuratowskiego i Rylla-Nardzewskiego.
My formutujemy go nastepujaco:

Twierdzenie 26. [Kuratowski & Ryll-Nardzewski| Zaldimy, ze P : T — cl (X) jest mul-
tifunkcjg mierzalng przyjmujgce wartoSci w przestrzeni polskiej X. Wtedy P posiada mierzalng
selektor .
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Dowdd: Prezentowany ponizej dowdd sklada sie, podobnie jak w przypadku twierdzenia
Michaela, z trzech etapéw. Etapy II i III sa prawie identyczne, a etap I bazuje na podobnej
idei, ale uzywa sig¢ innych argumentéow. Przede wszystkim zauwazmy, ze mozna przechodzac do
metryki réwnowaznej zakladac, iz srednica

§(X) =sup{dist (z,y) :z,y € X} <1.

Wtedy etapy konstrukcji sa nastepujace:

Etap 1. dla danego € > 0 skonstruujemy mierzalng funkcje p : T — X taka, ze
(a) RA)=P@)NB{p(t),e} #0 oraz
(b) multifunkcja R jest mierzalna;

Etap 2. Pokazujemy istnienie dwéch ciagéw: odwzorowan mierzalnych p, : T — X i P, :
T — cl (X) majacych dla kazdego t € T'i n = 1,2, ... nastepujace wlasnosci:

(c) dist(pn (1), Pn (1)) < %; i
(d) P7L+1 (t) C Pn (t) cP (t) .

Etap 3. Wykazujemy, ze p, — p i stad p okazuje sie szukanym selektorem.

]

Twierdzenie Kuratowskiego i Rylla-Nardzewskiego 26 zostalo opublikowane w 1965 roku. Niedlugo
potem ukazala sie praca Ch. Castainga, ktora jest uzupemieniem twierdzenia. U jej podstaw lezy
poprzednio zrobiona obserwacja, ze dla ciagu funkcji mierzalnych p, : T — X, n = 1,2, ... multi-
funkcja

(5) Pt)=cl{p,(t):n=1,2,...}

jest mierzalna.

Definicja 27. Kazdg rodzine funkcji mierzalnych p, : T — X, n = 1,2,... spelniajgcych (5)
nazywamy sie reprezentacjg Castainga multifunkeji P : T — cl (X).

Sytuacja powyzsza moze by¢ w pewnym sensie odwrécona. Mamy mianowcie nastepujaca charak-
teryzacje multifunkcji mierzalnych przy pomocy mierzalnych selektoréw:

Twierdzenie 28. [Castaing] Multifunkcja P : T — cl (X)) jest mierzalna wtedy i tylko wtedy,
gdy posiada ona reprezentacje Castaing’a przy uzyciu przeliczalnej rodziny mierzalnych selektorow

Pn:T — X, n=1,2,....

Whniosek 29. Niech P : T — cl(X) bedzie mierzalnym odwzorowaniem wielowartosciowym.
Wtedy dla kazdego € > 0 istnieje taki zbior zwarty T. C T, ze u(T\T:) < € oraz P obcigta do T.
jest ciggta.

W zastosowaniach wykorzystywane beda wyniki dotyczace istnienia takich selektoréw dla mul-
tifunkcji dwoch zmiennych (wlasciwie: zlozen z funcjami):

Lemat 30. Niech v € C (I, E) i odwzorowanie F : I x E — 2¥ spetnia zatozenia:

(i) dla kazdego z € E odwzorowanie t — F (t,z) ma mierzalny selektor,
(ii) dla kazdego t € I odwzorowanie z — F(t, z) jest w — seq uhc,
(iil) odwzorowanie f ma niepuste, domkniete i wypukte wartosci,
(iv) istnieje funkcja a € L' (I, R), Ze dla prawie wszystkicht € I i z € E, |F (t,2)|| <a(t).
Wowcezas odwzorowanie t — F (t,v (t)) ma mierzalny (catkowalny) selektor ug, uo (t) € F (t,v (1))
dla prawie wszystkich t € I.
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8. CALKI WIELOWARTOSCIOWE

8.1. Wielowartosciowa catka Riemanna [Dinghas, 1957]. Konstrukcja oparta o sumy Rie-
manna: sumy algebraiczne Minkowskiego zbioréw oraz metryka Hausdorffa.

8.2. Catka Aumanna [Aumann]. Wykorzystanie selektoréw catkowalnych (mierzalnych) multi-
funkcji F:

(A) /1 F(s)ds= {/1 f(s) ds: f — mierzalny selektor D}

8.3. Catka Debreu [Debreu]. Twierdzenia Radstréma i Hérmandera .... Utozsamimy wartosci
multifunkcji (zbiory) z elementami pewnej przestrzeni, tam wykorzystamy catke z funkcji wek-
torowej i "wracamy” poprzez zanurzenie do rodziny zbioréw...

R - (A - niepusty, zwarty i wypukly podzbidr przestrzeni unormowanej X (i - izometria X ze
stozkiem wypuklym Y w przestrzeni unormowanej Z - rodzina zbioréw rozpatrywana z metryka
Hausdorffa)

H - (A - niepusty, domkniety, ograniczony, wypukly podzbiér lokalnie wypuklej X (i - wlozenie
X wY) oraz

i(A) =0(-,A)

9. PUNKTY STALE ODWZOROWAN Z WYPUKLYMI WARTOSCIAMI

9.1. Przypadek odwzorowan punktowych. Teoria punktéw statych dla funkcji p : X — X
moze by¢ przeniesieona na odwzorowania wielowartosciowe P : X ~» X. Powiemy, ze z € X jest
punktem stalym P jezeli
x € P(x).

Taka teoria jest uzywana w wielu dziedzinach matematyki, gtéwnie w analizie nieliniowej, inkluz-
jach rézniczkowych i teorii sterowania. Istnieje mndéstwo wynikow dotyczacych tego tematu i nie
jest naszym celem da¢ kompendium tej wiedzy. Podamy tylko najwazniejsze i najczesciej wyko-
rzystywane. Bedziemy zakladaé, ze zbiory P (z) sa wypukte. Nalezy stwierdzi¢, ze w teorii punktu
stalego dla multifunkeji kluczowa role odgrywaja selektory. Uzycie ich pozwala bowiem zredukowaé
problem do przypadku jednopunktowego. Sposréd wszystkich twierdzent o punktach stalych przy-
pomnijmy nastepujace:

Twierdzenie 31 (Schauder). Niech K bedzie zwartym i wypuklym podzbiorem przestrzeni Banacha
X. Wtedy kazide odwzorowanie ciggle f : K — K posiada punkt staty.

Nalezy podkreslié¢, ze oba zalozenia wypuklodci i zwartosci sa istotne. Istnieja uogdlnienia na
dowolne zbiory K € clco(X), ale wymagaja one zalozeri zwartodci funkeji f. Przypomnijmy, ze
f X — X jest odwzorowaniem zwartym, jezeli jest ciagle i zbiér f(X) jest warunkowo zwarty
(totalnie ograniczony).

Twierdzenie 32. Niech K bedzie domknietym wypukltym podzbiorem przestrzeni Banacha X. Wt-
edy kazde odwzorowanie zwarte f : K — K posiada punkt staly.

Drugim niezbednym twierdzeniem dla funkcji jest twierdzenie Banacha (o kontrakcji) - por.
podreczniki z analizy matematycznej!!!
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9.2. Przypadek wielowartosSciowy. Twierdzenia o punktach stalych maja swoje odpowiedniki
dla odwzorowan pélciagltych z dotu i z géry. Dla poélciagtych z dotu jest to latwe zastosowanie
ciaglych selektorow.

Twierdzenie 33 (M). Niech Z bedzie zwartym i wypuklym podzbiorem przestrzeni Banacha X.
Wtedy kazde p.z.d. odwzorowanie P : Z — clco (Z) posiada punkt staly.

Twierdzenie 34. Niech Z bedzie domknietym wypuklym podzbiorem przestrzeni Banacha X.
Wtedy kazde p.z.d. odwzorowanie P : Z — clco (Z) takie, Ze P (Z) jest warunkowo zwarty posiada
punkt staty.

Metoda ciaglych selektorow moze byé réwniez uzyta dla odwzorowan pélciagltych z goéry, choé
nie da sie tego zrobi¢ bezposrednio. Podlciagltosé z géry nie gwarantuje bowiem istnienia ciaglych
selektoréw (odpowiednik twierdzenia Schauderal):

Twierdzenie 35. [Ky Fan| Niech Z bedzie zwartym i wypuklym podzbiorem przestrzeni Banacha
X. Wtedy kazde pdlciggle z géry odwzorowanie P : Z — clco (Z) posiada punkt staly.

Odpowiednikiem twierdzenia Banacha o kontrakcji dla multifunkcji jest twierdzenie Covitz-
Nadlera:

Twierdzenie 36. Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng zupelng. Jezeli N : X — cl(X) jest
kontrakcjg ze wzgledu na metryke Hausdorffa tj istnieje stata k < 1 taka, Ze dla dowolnych x,y € X

to N posiada punkt staty.

10. INKLUZJE ROZNICZKOWE

Funkcje « : I — X bedziemy nazywaé absolutnie ciagla (mild function), jesli istnieje funkcja
u € L' (T, X) taka, ze dla kazdego t € I mamy

x(t):a+/u(s)ds.
0

Funkcje u bedziemy oznaczaé przez z’ i nazywaé pochodna. Musimy jednak byé $wiadomi,
ze w dowolnych przestrzeniach Banacha klasyczna definicja absolutnej ciaglosci nie gwarantuje
istnienia pochodnej. Dzieje sie tak tylko w przestrzeniach Banacha posiadajacych wiasno$é Radona-
Nikodyma, w szczegélnosci w R!.

Inkluzja rézniczkowa nazywamy relacje

¥ € F(t,z),
gdzie F' : I x X — N (X) jest danym odwzorowaniem wielowartosciowym. Jesli zadamy, by
z (0) = ¢ to méwimy o zagadnieniu Cauchy’ego
(6) ¥ € F(tux),
z(0) = (.

Rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego (6) nazywamy funkcje absolutnie ciagla  : I — X taka,

ze
' (t) € F(t,z(t) pw. w I
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oraz
z(0) =¢.
Lacznie z (6) rozwazamy tzw. ”zrelaksowane” inkluzje rézniczkowe
(7) ¥’ € cdcoF (t,x),
z(0) = ¢

Ogdlnie: mamy 3 gléwne metody rozwiazywania zagadnienl dla inkluzji rézniczkowych:
1. Zastosowanie teorii wielowarto$ciowych punktéw statych.
2. Sprowadzenie do réwnan ré.zniczkowych poprzez twierdzenia selekcyjne.
3. Zastosowanie twierdzenia Baire’a o kategoriach.

10.1. Zastosowanie teorii wielowartosciowych punktéw statych. Zauwazmy, ze z jest rozwia-
zaniem problemu (6) wtedy, gdy u = 2’ jest punktem stalym odwzorowania wielowartosciowego
K : LT, X) — dcl (T, X)
danego wzorem
Ku)={welL (T,X):w(t) € F(tu(t) pw. w I}.
Badanie zatem wlasnosci rozwiazan danej inkluzji sprowadza sie do badania zbioru punktéw statych

Fix (K).

Inkluzje z prawa strona poélciagla z géry
Rozpatrzmy teraz zagadnienie

(8) o' () € F(t,x(t), (0)=C

O prawej stronie F : I x Rt — clco (Rl) bedziemy zakladaé, ze
(G1) dla kazdego x € R! multifunkcja t — F (¢, ) jest mierzalna;
(G2) dla kazdego t € I multifunkcja z — F (¢, ) jest p.z.g.;
(G3) istnieje funkcja p € L' (I) taka, ze dla kazdego x € R! mamy

sup{|z|: z € F(t,2)} <p(t) pw. w I

Twierdzenie 37. Zaldimy, ze F : I x R' —s clco (R') spetnia warunki (G1),(G2) i (G3). Wtedy
dla kazdego ¢ € R zagadnienie (11) ma rozwigzanie.

Proof. 1dea dowodu: niech

9) S:{ SEAC(I,RlZTZaj(‘:)(O;:pét) paw. w I }

Zbior S C C (I , Rl) jest zwarty i wypukty. Okreslmy multifunkcje
K:S —cleo (L' (I,R"))
wzorem

(10) k()= {

Sprawdzamy zalozenia Kakutaniego (Ky Fana) o punkcie stalym i otrzymaé punkt staly s € K (s).
Latwo sprawdié, ze s jest rozwiazaniem zagadnienia Cauchy’ego (11). O

u€ AC (I,R') :u (t) € F (t,5 (1)) }
pw. w I oraz u(0) = ’
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Mozna udowodnié, ze zagadnienie (11) ma rozwiazanie, jesli o F': I x R' — clco (Rl) zakladag,
ze spelnia warunki (G1), (G2) oraz
(G3)" istnieja funkcje p € L (I) i ¢ € L (I) takie, ze dla kazdego = € R' mamy

sup{|z| : z € F(t,2)} <p(t) +q(@)|z| pw. w I

Inkluzje z prawa strona pélciagla z dotu

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem

(11) o' (t) e F(t,x(t), x(0)=C(
gdzie prawa strona spelnia warunki:
(D1) F : I x R" — clco (R') jest multifunkcja lacznie mierzalna;
(D2) dla kazdego t € I multifunkcja © — F (¢, x) jest p.z.g.;
(D3) istnieje funkcja p € L' (I) taka, ze dla kazdego x € R' mamy
sup{|z| : z € F(t,x)} <p(t) pw. w I
Twierdzenie 38. Zatéimy, ze F : I x R' — clco (R') spetnia warunki (D1),(D2) i (D3). Wtedy
dla kazdego ¢ € R' zagadnienie (11) ma rozwigzanie.
Proof. Podobna idea:
5= { "EACKR):WOIZp0 pu
= C :

oraz s(0)

K (s) = { ue AC (I,RY) :u/ (t) e F(t,s(t)) pw.wI }
oraz u(0)=¢(.
SccC (I , Rl) jest zbiorem zwartym i wypuklym, dla kazdego s € S zbiory K (s) sa domkniete i
wypukle oraz K (s) C S, a K : S — clcoS jest pélciagla z dohu.
Ustalmy sg € S, s,, — So,, ug € K (s0) . Dowidzimy, ze istnieja w,, € K (s,) takie, ze u,, — uo.
Niech v,, beda takimi funkcjami mierzalnymi, ze dla kazdego t € T

vp (t) € F (, 8, (1))
oraz
[on (8) — ug (B)] = d (ug (£) , F (£, 50 (1)) -
Z uwagi na (D3) mamy |v, (t)] <p(t) p.w.w I oraz z (D2) oraz
lim sup |vy, (t) — ug (¢)]
= limsupd (ug (t), F (t, s, (t)))
d(ugy(t),F (t,s0(t) =0 pw. wl.
7 twierdzenia Lebesgue’a mamy zatem
v, — uy w L'(I,RY).

Latwo sprawdzié, ze naturalnym kandydatami sa w tej sytuacji funkcje u,, € K (s,,) takie, ze

IN

’
Uy =  Un,

Un (0) = ¢
i ze rzeczywiscie ciag {u,} spelia zadany warunek. Zatem odwzorowanie K : S — clcoS posiada
punkt staly s i jest on rozwiazaniem zagadnienia Cauchy’ego (11). (]
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10.2. Lemat Filippova i zbiory rozwiazan. Bedziemy teraz rozwazali inkluzje rézniczkowe

x' € F(tx)
(12) {5k

O multifunkeji F': I x X — ¢l (X) bedziemy zakladaé, ze ma ona nastegpujace wlasnosci:
i. F jest L@ B(X)— mierzalna po (t,z);
ii. istnieje funkcja [ € L' (I, R") taka, ze dla kazdych 1,22 € X zachodzi nieréwnogé

dH (F (tvxl) 7F(t71‘2)) < l(t) |1’1 —Z‘2| pw. w Iv
iii. dla kazdego (¢,z) € L' (I, X) istnieje 8 = B¢, € L (I, R) taka, ze
i (= (1), F (4,2(6,2) (1) < B(1) pa. w T,

Naszym celem jest zbadanie wlasnosci zbioru rozwiazan R zagadnienia (12).
Dla sformulowania Lematu Filippova oznaczmy

m(t) = /tl(T) dr.
0

Twierdzenie 39 (Filippov Lemma). Zatézmy, ze F : I x X — cl (X) spetnia warunki i. — ii i
iiig. oraz rozwaimy funkcje z € AC (I, X) i B € L* (T, R) spetniajgce nieréwnosé

di (2 (1), F (6,() < B(5) pw. w 1.
Wtedy dla kazdych ¢ € X ie € R istnieje u € L' (I, X) taka, ze funkcja

t

UZI(C7U):C+/U(7)CZT

0

jest rozwigzaniem (12) spelniajgcym warunki:

a)
|2 (t) =" ()] <
<e+lt)exp{m ()} +1(t)|z(0) — (| +
+1 (t)/ﬁ(T)eXp{m(t)—m(T)}dT—i—ﬁ(t) pw. w I;
0
Z)mz

[2(t) —v(t) = (2(0) = QI <
<{e+12(0) = I} exp{m (1)} +

+

/ B (r)exp{m (t) —m(7)}dr.
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Udowodnimy teraz klasyczne twierdzenie Filippova-Wazewskiego, ze zbiér R rozwiazan zagad-
nienia Cauchy’ego (12)

{ u € F(t,u),
u(0) =¢

jest gesty w zbiorze R = clR = R rozwigzan ”zrelaksowanego (uwypuklonego)” zagadnienia
{ u’ € clcoF (t,u)
u(0)=¢ -

Beziemy zakladaé, ze F : I x RF — ¢l (Rk) spetnia warunki 7., 47 i 7iig, a ponadto
iv. istnieje p € L' (I, R) taka, ze dla kazdego s € S

sup{lu| :u e F(t,z)} <p(t) ae w I

(13)

Oznaczmy przez R zbiér rozwiazan dla (13). Wtedy

i iv. i niech ( € X. Wtedy dla kazdego T € R i dowolnego ¢ > 0 istnieje rozwigzanie r € R
spelniajgce oszacowanie
|7 — 7|l < eM.

10.3. Sprowadzenie do réwnan rézniczkowych - poprzez twierdzenia selekcyjne. Naj-
bardziej banalne zastosownia dotycza wykorzystania twierdzenia Michaela i twierdzenia Peano.

Znacznie ciekawsze sa prace Bressana bazujace na konstrukcji selektoréw kierunkowo ciaglych
(rozwiazania Carathéodory’ego): najkrécej méwiac mozna pominaé zatozenie wypuktosci wartosci
yall

Tym razem odesle do pracy magisterskiej o selektorach kierunkowo cigglych (po polsku!!): K.
Lesniak (UMK Toruil) - plik PostScript:
http://www-users.mat.umk.pl/ much/WORKS/ABressan.ps (Rozdzial 4)

10.4. Zastosowanie twierdzenia Baire’a o kategoriach. Cellina: poréwnanie zbioréw roz-
wigzan dla Ss:

Z'(t) e {-1,1}, z(0) =0
oraz Sp

2'(t) € [-1,1] , z(0) = 0.

(tj. Sz jest zbidrem rezydualnym w S7).

Rozpatrujemy:
2’ € F(t,x)
(4 {7 %
oraz
x' € OF (t,x)
(19) e

Mamy:
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Twierdzenie 41. Zakladamy, ze F : I x K(zo,7) — cc(R¥) jest ciggla w sensie Hausdorffa
ograniczna przez M < r oraz, ze wartosci F(t,x) maja niepuste wnetrza: intF(t,z) # 0.

Wtedy zagadnienia (14) i (15) majg niepuste zbiory rozwigzan oraz zbidr Ss dla (15) jest rezy-
dualnym pozdbiorem dla Sy (czyli (14)).

11. SYMBOLE

(X, d) — przestrzen metryczna;
(X, |l - ||) -przestrzeri unormowana,
R - zbior liczb rzeczywistych;
C — 2zbidr liczb zespolonych;
R"™ — przestrzen euklidesowa;
I =10,1] — odcinek w R;
clA — domkniecie zbioru A;
IntA — wnetrze zbioru A;
coA— uwypuklenie (obwiednia wypukta) zbioru A;
clcoA— domkniete vwypuklenie (domknigta obwiednia wypukta) zbioru A;
N (X) — rodzina niepustych podzbioréw zbioru X;
cl (X) — rodzina domknietych niepustych podzbioréw zbioru X;
b(X) — rodzina ograniczonych niepustych podzbioréw przestrzeni metrycznej (X,d);
bel (X) — rodzina domknietych i ograniczonych podzbioréw przestrzeni metrycznej (X, d);
¢(X) — rodzina zwartych niepustych podzbioréw przestrzeni metrycznej (X,d);
co (X) — rodzina wypuklych niepustych podzbioréw przestrzeni unormowane;j (X,|]);
cleo (X) - rodzina wypuklych i domknietych podzbioréw przestrzeni unormowanej (X,||);
cc (X) -rodzina wypuktych i zwartych podzbioréw przestrzeni unormowanej (X,||);
B (z,r) - kula otwarta w przestrzeni metrycznej (X, d) o $rodku x i promieniu r;
B (x,7) -kula domknieta w przestrzeni metrycznej (X, d) o $rodku x i promieniu r;
dist (z, A) = inf {dist (z,a) : a € A} — odleglos¢ punktu x od zbioru A,
e (A, B) = sup dist (a, B);
acA

h(A, B) = max{e (A, B),e (B, A)} — metryka Hausdor(fa;
P:T~ X P:T— N(X)— multifunkcja ze zbioru T w podziory X
P_(A)={t: P (t)NA#0} —przeciwobraz (z —) zbioru A przez multifunkcje P;
P_(A)={t: P(t) C A} — przeciwobraz (z +) zbioru A przez multifunkcje P;
P(A)= | P(x)— obraz zbioru A przez multifunkcje P;

z€eA

o4 (x*) =o(x*, A) = sup {(z*,z) : © € A} — funkcja podparcia zbioru A;
op (t,x*) = opy) (x*) — funkcja podparcia multi funkcji P (t);
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