
ODWZOROWANIA WIELOWARTOŚCIOWE

MIECZYS LAW CICHOŃ

1. Pojȩcie multifunkcji. naturalne realizacje

Tu wprowadzimy podstawowe pojȩcia...

Przez odwzorowanie wielowartościowe (multifunkcjȩ) rozumiemy dowolne odwzorowanie P :
T −→ 2X , gdzie 2X jest rodzina̧ wszystkich podzbiorów X. Na ogó l interesowav́ nas bȩdzie sytuacja,
gdy ma ona wartości niepuste.

Dziedzina̧ (istotna̧) multifunkcji nazywamy zbiór

TP = {t ∈ T : P (t) 6= ∅} .
Wtedy P : TP −→ N (X) , gdzie N (X) jest rodzina̧ wszystkich niepustych podzbiorów X. W

tym przypadku bȩdziemy również pisać

P : T  X.

Multifunkcje bȩdziemy oznaczać wielkimi literami F , G, P ,... .
Odwzorowania sa̧ naturalne w wielu różnych sytuacjach:

1: Miejsca zerowe wielomianów np. P (x) = {y : w (x, y) = 0}, gdzie w (x, y) jest wielomianem
dwóch zmiennych;

2: Czȩste w teorii sterowania: F (t) = f(t, Y ), gdzie f : T × Y −→ X jest dana̧ funkcja̧;
3: G (t) = {x : g (t, x) ≤ 0} dla danej funkcji g : T ×X −→ R;
4: Log (z) = {w : expw = z} określonej dla z ∈ C\ {0} .
5: Niech a, b : T −→ R bȩda̧ danymi funkcjami. Rozważamy przedzia ly

P (t) = [a (t) , b (t)] .

Wtedy P : T  R oraz dziedzina̧ P jest zbiór TP = {t : a (t) ≤ b (t)} .

Date: wersja robocza.
w dużej czȩści oparte o [4], [5]

Bardzo dziȩkujȩ prof. A. Fryszkowskiemu za udostȩpnienie manuskryptu [4] - polecam jego ksia̧żki!
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2 MIECZYS LAW CICHOŃ

2. Cia̧gi zbiorów

2.1. Definicja oparta o teoriȩ mnogości. .

Podstawowe informacje w jȩzyku polskim sa̧ w ksia̧żkach K. Kuratowskiego ”Wstȩp do Teorii
Mnogości i Topologii” str. 54 oraz K.Kuratowski, M. Mostowski ”Teoria Mnogości” - strona 70
(dostȩp w ICM : http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/mon/mon27/mon2702.pdf ).

2.2. Pojȩcie granicy w przestrzeni topologicznej. Można tu wykorzystać poprzednie definicje,
ale ”poprawić” pewne (omawiane na wyk ladach) konrprzyk lady (brak zieżności cia̧gu zbiorów jed-
noelementowych bȩda̧cych wyrazami cia̧gów zbieżnych!!).

Definiujemy:

L̃sAn =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

L̃iAn =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

Dla zainteresowanych: sprawdzić co to jest topologia Fella na rodzinie zbiorw. Jest generowana
przez dwa rodzaje zbiorw. Dla A ⊂ S zdefinujmy

A− = {B ∈ 2X : B ∩A 6= ∅},

and

A+ = {B ∈ 2X : B ⊂ A}.
Dolna topologia Fella na 2X jest generowana przez podbazȩ zbiorów otwartych postaci W−, gdzie
W jest zbiorem otwartym w X.

Górna topologia Fella na 2X jest generowana przez podbazȩ zbiorów otwartych postaci C+,
gdzie C ma zwarte dopenienie w X.

Poza klasa̧ przestrzeni lokalnie zwarych X nie jest to nawet przestrzeń Hausdorffa, ale w naszych
rozważaniach rozpatrujemy na ogó l lokalnie zwarte przestrzenie metryczne, wiȩ nie jest to istotnym
ograniczeniem.

Ta topologia wprowadzona na cl(X) jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy X jest lokalnie
zwarta i spe lnia drugi aksjomat przeliczalności [7, Theorem 5.1.5]). Oczywíscie dla X = R nie
mamy problemu i nie musimy rozpatrywać cia̧gów uogólnionych ...

A teraz najważniejsze pojȩcie:

Definicja 1. Niech (An) bȩdzie cia̧giem domkniȩtych zbiorów w przestrzeni topologicznej X. Zbiór
LiAn nazywamy granica̧ dolna̧ w sensie Kuratowskiego tego cia̧gu jeśli jest zbiorem wszystkich
punktów y ∈ X, dla których ich dowolne otoczenia maja̧ niepuste przekroje ze zbiorami An poza, co
najwyżej, ich skończona̧ liczba̧.

Odpowiednio: granica górna Kuratowskiego LsAn to zbiór punktów y ∈ X, dla których ich
dowolne otoczenia maja̧ niepuste przekroje z nieskończona̧ liczba̧ zbiorów An.

Lemat 2. (cf. [19, Theorem 2.6]) W dowolnej przestrzeni topologicznej X topologie Fella i Kura-
towskiego sa̧ porównywalne: τF ⊂ τK .

A w przypadku lokalnie zwartych X mamy wiȩcej ([19, Theorem 1.1]):
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Lemat 3. ([7, Theorem 5.2.10] or [18, Proposition 2.4]) Niech X bȩdzie lokalnie zwarta. Cia̧g
domkniȩtych podzbiorẃ w X jest zbieżny w τF wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbié.zny w τK i obie
granice sA̧ równe.

Co wiȩcej:

Stwierdzenie 4. ([7, Proposition 5.2.5]) Niech (An) bȩdzie cia̧giem domkniȩtych pozdbiorów lokalnie
zwartej przestrzeni X. Nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:

• [K1] A ⊂ LiAn i dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂ X, mamy Ls(K ∩An) ⊂ A,
• [K2] An jest zbieżny w topologii Fella do A.

Dla zwartych przestrzeni S topologia Fella jest równoważna z topologia̧ wyznaczona̧ przez me-
trykȩ Hausdorffa ([7, Corollary 5.1.11]).

Wybieranie podcia̧gów zbieżnych (proszȩ porównać z wynikiem dla cia̧gów liczbowych!!):

Stwierdzenie 5. ([7, Theorem 5.2.12]) Niech X bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧ oraz An - cia̧giem
zbiorów w cl(X). Wtedy (An) ma podcia̧g zbieżny w sensie Kuratowskiego.

2.3. Granice cia̧gu zbiorów w przestrzeniach metrycznych i unormowanych. .

Inna, szczególnie przydatna, definicja zbieżności w sensie Kuratowskiego może być podana w
przestrzeniach metrycznych. Rozpocznijmy od sformuownia ogólnego:

Definicja 6. ([18, Definition 1.9]) Niech (An) bȩdzie cia̧giem domkniȩtych zbiorów w przestrzeni
metrycznej X. Zbiór LiAn nazywamy granica̧ dolna̧ w sensie Kuratowskiego tego cia̧gu jeśli jest
zbiorem wszystkich punktów y ∈ X, dla których ich dowolne otoczenia maja̧ niepuste przekroje ze
zbiorami An poza, co najwyżej, ich skończona̧ liczba̧.

Odpowiednio: granica górna Kuratowskiego LsAn to zbiór punktów y ∈ X, dla których ich
dowolne otoczenia maja̧ niepuste przekroje z nieskończona̧ liczba̧ zbiorów An.

Jeśli LiAn = LsAn = A to piszemy LimAn = A i mówimy, że (An) jest zbieżny do A w sensie
Kuratowskiego.

Ta zbieżność nie jest topologiczna w dowolnej przestrzeni (Twierdzenie Mrówki [18, Proposi-
tion 2.2]), ale na przestrzeniach lokalnie zwartych Hausdorffa już istnieje topologia powia̧zana z ta̧
zbieżnościa̧.

Mamy nastȩpuja̧ce charakteryzacje granic Kuratowskiego:

LsAn = {x ∈ X : lim inf
n→∞

dist(x,An) = 0},

LiAn = {x ∈ X : lim
n→∞

dist(x,An) = 0}
oraz

LsAn =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak and

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak ⊂ LiAn.

Dla porẃnania: zbieżność cia̧gów zbiorów w R w topologii Fella daje nam:

Stwierdzenie 7. ([7, Corollary 5.1.7]) Cia̧g zbiorów domkniȩtych An w R jest zbieżny do A w
topologii Fella wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zwrtego zbioru K ⊂ R mamy limn→∞ e(K ∩
A,An) = 0 oraz limn→∞ e(K ∩An, A) = 0.

Jest to charakteryzacja w terminach funkcji odstȩpu e(·, A), a nie funkcji dist(·, A)! Te defincje
sa̧ omawiane na wyk ladzie i ćwiczeniach, a zostana̧ wprowadzone w kolejnym podrozdziale.
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3. Cia̧g lość multifunkcji

.............................
Podamy wybrane realizacje chrakteryzacji cia̧g lości multifunkcji bazuja̧ce na różnych podej́sciach

znanych dla funkcji: definicja Heinego (cia̧gi zbiorów !!), definicja Cauchy’ego (metryki i topologie
na rodzinach zbiorów - wiele możliwości...) czy charakteryzacje w przestrzeniach topologicznych.

Poniżej ma la próbka, a szczególy na wyk ladach.

Definicja 8. Odwzorowanie wielowartościowe G : E → 2E o niepustych, domkniȩtych wartościach
nazywamy hemi-pó lcia̧g le z góry (uhc) [s labo hemi-pó lcia̧g le z góry, ω − uhc] wtedy i tylko wtedy,
gdy dla każdego x∗ ∈ E∗ i każdego λ ∈ R zbiór {x ∈ E : σ(x∗, G(x)) < λ} jest otwarty w E [w
(E,ω))], gdzie σ(x∗, G(·)) jest funkcja̧ pó lcia̧g la̧ z góry dana̧ wzorem σ(x∗, A) = sup

x∈A
x∗(x).

Definicja 9. Odwzorowanie wielowartościowe G : E → 2E nazywamy s labo cia̧gowo hemi-pó lcia̧g le
z góry (ω− seq uhc) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego x∗ ∈ E∗, funkcja σ(x∗, G(·)) : E → R jest
cia̧gowo pó lcia̧g la z góry w (E,ω).

4. Metryki na rodzinach zbiorów

Czyli o odleg lościach zbiorów - nie tylko metryka Hausdorffa...

Metryka (Pompeiu-)Hausdorffa ([7]) (X, d) - przestrzeń metryczna)

Zdefiniujmy funkcjȩ ”dist” odleg lości punktu od zbioru:

dist(a,B) = inf
b∈B

d(a, b).

Dla zbiorów domkniȩtych X,Y ⊂ X zdefiniujmy:

e(X,Y ) = sup
x∈X

dist(x, Y ) = sup
x∈X

inf
y∈Y

d(x, y) = inf{r > 0 : X ⊂ B(Y, r)},

oraz

h(X,Y ) = max{e(X,Y ), e(Y,X)} .

Przyjmijmy umownie, e(∅, Y ) = 0.
Wielkość e(X,Y ) nazywamy odstȩpem (excess) lub odleg lościa̧ niesymetryczna̧ pomiȩdzy zbio-

rami X i Y . Funkcjȩ h : cl(X) × cl(X) → R+ nazywamy odleg lościa̧ Hausdorffa zbiorów X i Y .
Można pokazać, że na rodzinie zbiorów domkniȩtych jest to metryka.

Zbiory nieograniczone: metryka Hausdorffa może wynosić +∞:

h([−n, n],R) = +∞

dla n ≥ 1.

Pamiȩtajmy (przyk lad na zajȩciach), że nawet metryki równoważne moga̧ generować nierównoważne
metryki Hausdorffa, czyli ta metryka jest ona silnie zależna od ustalonej metryki na X!!
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4.1. W lasności metryki Hausdorffa.

• d – metric in X, d(a,B) = infb∈B d(a, b) – odleg lość ”distance”,
• ed(A,B) = supa∈A d(a,B) – odstȩp ”excess”,
• hd(A,B) = max{ e(A,B), e(B,A) } – metryka Hausdorffa,
• B(a, r) = {x ∈ X : d(x, a) < r} – kula otwarta, Or(A) = {x ∈ X : d(x,A) < r} –
ε-otoczenie

Opisy równoważne:

1. B(a, ε) = Oε {a} OεA =
⋃
a∈A

B(a, ε) x ∈ OεA⇔ B(x, ε)∩A 6= ∅

2. e(A,B) = inf{ r > 0 : A ⊂ Or B } = supx∈X(d(x,B)−d(x,A)) = inff :A→B supa∈A d(a, f(a))
3. h(A,B) = inf{ r > 0 : A ⊂ Or B, B ⊂ Or A } = supx∈X |d(x,A)− d(x,B)|

W lasności odstȩpu zbiorów e i metryki h

1. e(A,B) = 0⇔ A ⊂ B h(A,B) = 0⇔ A = B
2. h(A,B) = h(B,A) e(A,B) 6= e(B,A) (w ca lej ogólności)
3. e(A,B) 6 e(A,C) + e(C,B) h(A,B) 6 h(A,C) + h(C,B)
4. e(A,B) = e(A,B) = e(A,B) = e(A,B) h(A,B) = h(A,B) = h(A,B) = h(A,B)
5. A ⊂ B ⇒ e(A,C) 6 e(B,C)
6. e(A ∪ C,B ∪ C) 6 e(A,B) h(A ∪ C,B ∪ C) 6 h(A,B)
7. e(

⋃
i∈I
Ai,

⋃
i∈I
Bi) 6 supi∈I e(Ai, Bi) h(

⋃
i∈I
Ai,

⋃
i∈I
Bi) 6 supi∈I h(Ai, Bi)

8. e(
⋃
i∈I
Ai, B) = supi∈I e(Ai, B) e(A,

⋃
i∈I
Bi) 6 infi∈I e(A,Bi)

9. d(x,
⋃
i∈I
Bi) = infi∈I d(x,Bi) infa∈A b∈B d(a, b) 6 min{e(A,B), e(B,A)} 6 h(A,B)

10. e(λA, λB) = |λ| · e(A,B) e(λA, µA) 6 |λ− µ| · ‖A‖ (gdzie ‖A‖ = supa∈A ‖a‖ )
11. e(A+ C,B + C) 6 e(A,B) h(A+ C,B + C) 6 h(A,B)
12. e[A, λB + (1− λ)C ] 6 λ · e(A,B) + (1− λ) · e(A,C) ∀λ∈(0,1)

13. h[A, λA+ (1− λ)C ] 6 h(A,C) ∀λ∈(0,1) ∀A,C – zwarty
[w przestrzeniach unormowanych]

14. e(convA, convB) = e(A, convB) 6 e(A,B) h(convA, convB) 6 h(A,B)
15. ed∧1(A,B) = ed(A,B) ∧ 1 hd∧1(A,B) = hd(A,B) ∧ 1 (gdzie d ∧ 1 = min{1, d} )

W lasności O
1. A =

⋂
ε>0
Oε(A) OεA = OεA Oε1A ⊂ Oε2A ∀ ε1<ε2

2. A ⊂ B ⇒ OεA ⊂ OεB OεA∩B ⊂ Oε(A∩OεB ) OεA∩B 6= ∅ ⇔ A∩OεB 6= ∅

3. Oε
(⋃
i∈I
Ai

)
=
⋃
i∈I
OεAi Oε (OεA)

c ⊂ Ac

4. Oε1 [Oε2 A ] ⊂ Oε1+ε2(A) Oε1(Oε2A) 6= Oε2(Oε1A) (w ogólności)
5. Oε1 [Oε2 A ] = Oε1+ε2(A) [w przestrzeniach unormowanych]
6. Oε1(A)+Oε2(B) ⊂ Oε1+ε2(A+B) Oε(A+B) = A+OεB Oε(−A) = −OεA
7. λOε(A) ⊂ O|λ|·ε(λA) ∀λ 6=0 λ · Oε(A) ⊂ Oε(λA) ∀ |λ|61

8. conv(OεA) ⊂ Oε(convA) conv(Oε convA) = Oε convA

Inne w lasności:

1. e(A,B) < ε ⇒ A ⊂ OεB A ⊂ OεB ⇒ e(A,B) 6 ε
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2. h(Oε1A1,Oε2A2) 6 h(A1, A2) + max(ε1, ε2) h(A,OεA) 6 ε
3. h(Oε1A1,Oε2A2) = h(A1, A2) + |ε1 − ε2| [w przestrzeniach unormowanych]
4. C – wypuk ly ⇒ OεC – wypuk ly [w przestrzeniach unormowanych]
5. ϕ : X ( Y , h [ϕ(x1), ϕ(x2) ] 6 L · d(x1, x2) (i.e. ϕ – wielowartościowo Lipschitz’a)
⇒ e[ϕ(A), ϕ(B) ] 6 L · e(A,B) ϕ (OεA ) ⊂ OL·ε ϕ(A)

6. K =
⋂∞
n=1Kn — zstȩpuja̧cy cia̧g zwartych zbioróe ⇒ h(Kn,K) −→

n→∞
0

7. An
h−→

n→∞
A, An – spójny, A – zwarty ⇒ A – spójny

8. LiAn =
⋂
ε>0

⋃∞
m=1

⋂∞
n=m OεAn ⊂ LsAn =

⋂∞
m=1

⋃∞
n=mAn

An
h−→

n→∞
A ⇒ LiAn = A = LsAn

5. Selektory

Selektorem(selekcja̧) multifunkcji F : X → 2Y \{∅} nazywać bȩdziemy każda̧ funkcjȩ f : X → Y
taka̧, że f(x) ∈ F (x) dla każdego x ∈ X. Istnienie takiej funkcji wynika z aksjomatu wyboru.

Oczywíscie może mieć ona różne doadatkowe w lasności, takie jak cia̧g lość czy mierzalność i
zbadamy warunki wystarczaja̧ce do istnienia (i liczby) takich selektorów.

5.1. Twierdzenie Michaela o cia̧g lych selektorach. W tym rozdziale omówimy twierdzenie
o istnieniu cia̧g lego selektora dla multifunkcji p.z.d. z domkniȩtymi i wypuk lymi wartościami oraz
podstawowe jego konsekwencje.

Bȩdziemy teraz zak ladać, że T jest parazwarta̧ przestrzenia̧ topologiczna̧ Hausdorff’a. Dla
dowolnej rodziny {pα}α∈Λ funkcji cia̧g lych z T w przestrzeń Banacha X multifunkcja P : T −→
cl (X) dana wzorem

P (t) = cl {pα (t) : α ∈ Λ}
jest pó lcia̧g la z do lu Oczywíscie każda funkcja pα jest cia̧g lym selektorem P . Z drugiej strony
istnieja̧ cia̧g le multifunkcje, które nie maja̧ cia̧g lych selektorów.

Przyk lad 10 (Aubin-Cellina). Niech T ⊂ R2 bȩdzie domkniȩta̧ kula̧ jednostkowa̧. Rozważmy
odwzorowanie wielowartościowe P : T −→ cl (T ) dane dla t = (r cosϕt, r sinϕt) wzorem

P (t) = {(cosϕ, sinϕ) : |ϕ+ ϕt| ≤ π (1− r)} .
Wtedy P jest odwzorowaniem cia̧g lym, ale nie ma ono cia̧g lych selektorów.

Twierdzenie 11 (Michael). [5, 6] Niech T bȩdzie przestrzenia̧ parazwarta̧, a X - p. Banacha.
Za lóżmy, że P : T −→ clco (X) jest multifunkcja̧ p.z.d.. Wtedy P ma cia̧g ly selektor.

Dowód: Dowód prowadzi siȩ w trzech krokach. Szczegó ly można znaleźć w [5, 6]. Tu tylko zarys
dowodu, który warto znać, bo jest bardzo charakterystyczny i wszelki rozszerzenia tego twierdzenia
(a istnieja̧takie) bazuja̧ na tej konstrukcji.

I. Dla dowolnego ε > 0, skonstruujemy tzw. cia̧g ly ε− selektor , tzn. taka̧ funkcjȩ cia̧g ly
p : T −→ X, że

dist (p (t) , P (t)) < ε.

Dowodzi siȩ, że wẃczas multifunkcja

R (t) = P (t) ∩B {p (t) , ε} 6= ∅.
multifunkcja R : T −→ co (X) jest także p.z.d..

II. Teraz podane zostana̧ konstrukcje dwóch cia̧gów:
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(i) funkcji cia̧g lych pn : T −→ X, n = 1, 2, ... i multifunkcji p.z.d.

Pn : T −→ clco (X) , n = 0, 1, 2, ...

maja̧cych, dla każdego t ∈ T, nastȩpuja̧ce w lasności:

a) dist (pn+1(t), Pn (t)) <
1

2n+1

(ii) multifunkcji
b) Pn+1 (t) ⊂ Pn (t) ⊂ P (t) .

III. Ostatecznie pokazuje siȩ, że , pn zbiega niemal jednostajnie do p i sta̧d wyniknie, że p jest
ża̧dana̧ (cia̧g lym selektorem.

Oryginalne twierdzenie Michaela mówi znacznie wiȩcej, niż przedstawione powyżej i ma nastȩpuja̧ce
sformu lowanie:

Twierdzenie 12. [6, 5] Przestrzeń topologiczna Hausdorffa jest parazwarta wtedy i tylko wtedy,
gdy każda ośrodkowa przestrzeń Banacha X posiada w lasność, że dowolna p.z.d. multifunkcja P :
T −→ clcoX ma cia̧g ly selektor .

Poprzedni wynik daje również odpowiedź na pytanie, ile cia̧g lych selektorów posiada dana
p.z.d. multifunkcja P : T −→ clco (X) i czy dla danego t0 ∈ T multifunkcja P : T −→ clco (X) ma
cia̧g le selektory przyjmuja̧ce zadana̧ z góry wartość x0 ∈ P (t0).

Stwierdzenie 13. Za lóżmy, że multifunkcja P : T −→ clco (X) jest p.z.d. i niech T0 ⊂ T bȩdzie
ustalonym podzbiorem domkniȩtym. Wówczas każda̧ cia̧g ly selektor p : T0 −→ X odwzorowania
P |T0 : T0 −→ clco (X) można przed lużyć do cia̧g lego selektora P na ca lym T. W szczególności, dla
danych t0 ∈ T oraz x0 ∈ P (t0), istnieje cia̧g ly selektor pt0,x0

odwzorowania P taka, że

pt0,x0
(t0) = x0.

Ciekawy wynik (nawia̧żemy do niego w przypadku mierzalnych selektorów) daje nam nastȩpuja̧ce
twierdzenie:

Twierdzenie 14. Niech P : T −→ clco (X) bȩdzie dana̧ multifunkcja̧. Wówczas P jest p.z.d.
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja̧ cia̧g le funkcje pα : T −→ X takie, że dla każdego t ∈ T
(1) P (t) = cl {pα (t) : α ∈ Λ} .
Jeżeli obie przestrzenie T i X sa̧ ośrodkowe to można zak ladać, że reprezentacja (1) jest przeliczalna.

Twierdzenie Michaela ma zastosowania w wielu dzia lach matematyki, w tym również w badaniu
funkcji rzeczywistych. (PROSZȨ ZROBIĆ RYSUNEK!!!!)

Wniosek 15. Rozważmy funkcje a, b : T −→ R spe lniaja̧ce nierówność a(t) ≤ b(t) (t ∈ T ) i takie, że
a jest funkcja̧ p.z.g., zaś b − funkcja̧ p.z.d.. Za lóżmy ponadto, że dla pewnego zbioru domkniȩtego
T0 ⊂ T istnieje cia̧g la funkcja c : T0 −→ R spe lniaja̧ca dla wszystkich t ∈ T0 nierówności

(2) a (t) ≤ p (t) ≤ b (t) .

Wtedy p daje siȩ przed lużyć w sposób cia̧g ly na ca la̧ przestrzeń T w taki sposób, by spe lniona by la
nierówność (2). W szczególności, dla dowolnych t0 ∈ T i x0 ∈ [a(t0), b (t0)] istnieje cia̧g la funkcja
pt0,x0

taka, że dla wszystkich t ∈ T zachodzi (2) oraz

pt0,x0
(t0) = x0
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Twierdzenie 14 ma również swój odpowiednik w analizie rzeczywistej
(PROSZȨ ZROBIĆ RYSUNEK!!!!). Zachodzi mianowicie

Twierdzenie 16. Niech a, b : T −→ R bȩda̧ danymi odwzorowaniami. Wtedy:
i. odwzorowanie a jest p.z.d. wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja̧ funkcje cia̧g le aα : T −→ R, α ∈ Λ,

takie, że dla każdego t ∈ T
(3) a (t) = sup

α∈Λ
aα (t) .

Podobnie,
ii. odwzorowanie b jest p.z.g. wtedy i tylko wtedy, gdy posiada ono reprezentacjȩ

(4) b (t) = inf
α∈Λ

bα (t)

z cia̧g lymi bα : T −→ R, α ∈ Λ. Ponadto, dla ośrodkowej przestrzeni metrycznej (T, d) można
żadać, żeby reprezentacje (3) i (4) by ly przeliczalne.

Należy stwierdzić, że w Twierdzeniu Michaela wszystkie za lożenia sa̧ istotne.

Stwierdzenie 17. Niech P : T −→ clco (X) bȩdzie multifunkcja̧ p.z.d. i za lóżmy, że mamy dane
takie funkcje cia̧g le c : T −→ X i r : T −→ R+, że dla każdego t ∈ T zbiór

R (t) = P (t) ∩B (c (t) , r (t)) 6= ∅.
Wtedy R : T −→ co (X) ma cia̧g ly selektor .

6. Multifunkcje mierzalne

Niech T bȩdzie danym zbiorem z σ − cialem Σ mierzalnych podzbiorów T, zaś X oraz Y bȩda̧
przestrzeniami topologicznymi.

Definicja 18. Multifunkcja P : T  X nazywa siȩ Σ−mierzalna (lub krótko mierzalna) , jeśli
dla każdego zbioru otwartego U ⊂ X zbiór P− (U) ∈ Σ.

Przyk lad 19. Multifunkcja P (t) = {p (t)} z p : T −→ X jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy p
jest funkcja̧ mierzalna̧.

Inne przyk lady bȩda̧ podane poniżej. Przedstawimy również pewne charakteryzacje mierzalności
multifunkcji i ich w lasności. Zaczniemy od

Stwierdzenie 20. Nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:
(i) P : T  X jest mierzalna;

(ii) dla każdego zbioru domkniȩtego F ⊂ X zbiór

P− (F ) ∈ Σ.

W przypadku, gdy (X, d) jest ośrodkowa̧ przestrzenia̧ metryczna̧ to oba waunki sa̧ równoważne
nastȩpuja̧cemu:

(iii) dla każdej kuli otwartej B (x, r) zbiór

P− {B (x, r)} ∈ Σ.

Uwaga 21. Zauważmy, że, multifunkcja P : T  X jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy
P : T −→ cl (X) , dana przez P (t) = clP (t) , jest mierzalna.

W przestrzeniach metrycznych (X, d) pojȩcie mierzalności odwzorowań wielowartościowych można
wyrazić w terminach metryki d. Mamy mianowicie:
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Stwierdzenie 22. Multifunkcja P : T  X jest Σ −mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy spe lnia
nastȩpuja̧cy warunek:

odwzorowanie t −→ dist (x, P (t)) jest Σ−mierzalne dla dowolnych x ∈ X.

Uwaga 23. Zauważmy, że dla każdego t ∈ T odwzorowanie x −→ dist (x, P (t)) jest cia̧g le. W
sytuacji, gdy Σ = L wystarczy to formu lować nastȩpuja̧co:

odwzorowanie x −→ dist (x, P (t)) jest cia̧g le dla p.w. t ∈ T.

Mierzalne multifunkcje posiadaja̧ bogatsza̧ strukturȩ niż odwzorowania punktowe. G lówne
ich w lasności prezentujemy poniżej.

Stwierdzenie 24. Niech r : T −→ R, pn : T −→ X i Pn : T  X bȩda̧ danymi odwzorowaniami
mierzalnymi (n = 0, 1, 2, ...), zaś ω : X −→ Y funkcja̧ cia̧g la̧. Wtedy odwzorowania

P (t) =

∞⋂
n=0

Pn (t) ,

Q (t) =

∞⋃
n=0

Pn (t) ,

C (t) = cl {pn (t) : n = 0, 1, 2, ...} ,

i

ω (P ) (t) = ω {P (t)}

sa̧ również mierzalne.

Przyk lad 25. Multifunkcja I (t) = [a (t) , b (t)] jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowania
a = a (·) i b = b (·) sa̧ mierzalne.

7. Mierzalne selektory

Przypomnijmy, że selektorem multifunkcji P : T  X nazywamy każde odwzorowanie p : T −→
X, że

p (t) ∈ P (t) dla każdego t ∈ T.

Jeżeli p jest mierzalna (cia̧g la) to wtedy mówimy o mierzalnej (cia̧g lym) selektorze odwzorowania
P.

W przypadku zwartej przestrzeni Hausdorffa T z σ − cialem L zbiorów mierzalnych w sen-
sie Lebesgue’a danym przez miarȩ Radona µ, przez mierzalna̧ selektor rozumiemy również odw-
zorowanie mierzalne p : T −→ X takie, że

p (t) ∈ P (t) dla prawie wszystkich (p.w.) t ∈ T.

W teorii mierzalnych selektorów podstawowy wynik należy do Kuratowskiego i Rylla-Nardzewskiego.
My formu lujemy go nastȩpuja̧co:

Twierdzenie 26. [Kuratowski & Ryll-Nardzewski] Za lóżmy, że P : T −→ cl (X) jest mul-
tifunkcja̧ mierzalna̧ przyjmuja̧ca̧ wartości w przestrzeni polskiej X. Wtedy P posiada mierzalna̧
selektor .
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Dowód: Prezentowany poniżej dowód sk lada siȩ, podobnie jak w przypadku twierdzenia
Michaela, z trzech etapów. Etapy II i III sa̧ prawie identyczne, a etap I bazuje na podobnej
idei, ale używa siȩ innych argumentów. Przede wszystkim zauważmy, że można przechodza̧c do
metryki równoważnej zak ladać, iż średnica

δ (X) = sup {dist (x, y) : x, y ∈ X} ≤ 1.

Wtedy etapy konstrukcji sa̧ nastȩpuja̧ce:
Etap 1. dla danego ε > 0 skonstruujemy mierzalna̧ funkcjȩ p : T −→ X taka̧, że

(a) R (t) = P (t) ∩B {p (t) , ε} 6= ∅ oraz
(b) multifunkcja R jest mierzalna;

Etap 2. Pokazujemy istnienie dwóch cia̧gów: odwzorowań mierzalnych pn : T −→ X i Pn :
T −→ cl (X) maja̧cych dla każdego t ∈ T i n = 1, 2, ... nastȩpuja̧ce w lasności:

(c) dist (pn (t) , Pn (t)) ≤ 1
2n ; i

(d) Pn+1 (t) ⊂ Pn (t) ⊂ P (t) .
Etap 3. Wykazujemy, że pn → p i sta̧d p okazuje siȩ szukanym selektorem.

Twierdzenie Kuratowskiego i Rylla-Nardzewskiego 26 zosta lo opublikowane w 1965 roku. Nied lugo
potem ukaza la siȩ praca Ch. Castainga, która jest uzupe lnieniem twierdzenia. U jej podstaw leży
poprzednio zrobiona obserwacja, że dla cia̧gu funkcji mierzalnych pn : T −→ X, n = 1, 2, ... multi-
funkcja

(5) P (t) = cl {pn (t) : n = 1, 2, ...}
jest mierzalna.

Definicja 27. Każda̧ rodzinȩ funkcji mierzalnych pn : T −→ X, n = 1, 2, ... spe lniaja̧cych (5)
nazywamy siȩ reprezentacja̧ Castainga multifunkcji P : T −→ cl (X).

Sytuacja powyższa może być w pewnym sensie odwrócona. Mamy mianowcie nastȩpuja̧ca̧ charak-
teryzacjȩ multifunkcji mierzalnych przy pomocy mierzalnych selektorów:

Twierdzenie 28. [Castaing] Multifunkcja P : T −→ cl (X) jest mierzalna wtedy i tylko wtedy,
gdy posiada ona reprezentacjȩ Castaing’a przy użyciu przeliczalnej rodziny mierzalnych selektorów

pn : T −→ X, n = 1, 2, ....

Wniosek 29. Niech P : T −→ cl (X) bȩdzie mierzalnym odwzorowaniem wielowartościowym.
Wtedy dla każdego ε > 0 istnieje taki zbiór zwarty Tε ⊂ T, że µ (T\Tε) ≤ ε oraz P obciȩta do Tε
jest cia̧g la.

W zastosowaniach wykorzystywane bȩda̧ wyniki dotycza̧ce istnienia takich selektorów dla mul-
tifunkcji dwóch zmiennych (w laściwie: z lożeń z funcjami):

Lemat 30. Niech v ∈ C (I, E) i odwzorowanie F : I × E → 2E spe lnia za lożenia:

(i) dla każdego z ∈ E odwzorowanie t 7→ F (t, z) ma mierzalny selektor,
(ii) dla każdego t ∈ I odwzorowanie z 7→ F (t, z) jest ω − seq uhc,
(iii) odwzorowanie f ma niepuste, domkniȩte i wypuk le wartości,
(iv) istnieje funkcja a ∈ L1 (I,R) , że dla prawie wszystkich t ∈ I i z ∈ E, ‖F (t, z)‖ ≤ a (t) .

Wówczas odwzorowanie t 7→ F (t, v (t)) ma mierzalny (ca lkowalny) selektor u0, u0 (t) ∈ F (t, v (t))
dla prawie wszystkich t ∈ I.
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8. Ca lki wielowartościowe

8.1. Wielowartościowa ca lka Riemanna [Dinghas, 1957]. Konstrukcja oparta o sumy Rie-
manna: sumy algebraiczne Minkowskiego zbiorów oraz metryka Hausdorffa.

8.2. Ca lka Aumanna [Aumann]. Wykorzystanie selektorów ca lkowalnych (mierzalnych) multi-
funkcji F :

(A)

∫
I

F (s) ds = {
∫
I

f(s) ds : f −mierzalny selektor D}

8.3. Ca lka Debreu [Debreu]. Twierdzenia R̊adströma i Hörmandera .... Utożsamimy wartości
multifunkcji (zbiory) z elementami pewnej przestrzeni, tam wykorzystamy ca lkȩ z funkcji wek-
torowej i ”wracamy” poprzez zanurzenie do rodziny zbiorów...

R - (A - niepusty, zwarty i wypuk ly podzbiór przestrzeni unormowanej X (i - izometria X ze
stożkiem wypuk lym Y w przestrzeni unormowanej Z - rodzina zbiorów rozpatrywana z metryka̧
Hausdorffa)

H - (A - niepusty, domkniȩty, ograniczony, wypuk ly podzbiór lokalnie wypuk lej X (i - w lożenie
X w Y ) oraz

i(A) = σ(·, A)

9. Punkty sta le odwzorowań z wypuk lymi wartościami

9.1. Przypadek odwzorowań punktowych. Teoria punktów sta lych dla funkcji p : X −→ X
może być przeniesieona na odwzorowania wielowartościowe P : X  X. Powiemy, że x ∈ X jest
punktem sta lym P jeżeli

x ∈ P (x) .

Taka teoria jest używana w wielu dziedzinach matematyki, g lównie w analizie nieliniowej, inkluz-
jach różniczkowych i teorii sterowania. Istnieje mnóstwo wyników dotycza̧cych tego tematu i nie
jest naszym celem dać kompendium tej wiedzy. Podamy tylko najważniejsze i najczȩściej wyko-
rzystywane. Bȩdziemy zak ladać, że zbiory P (x) sa̧ wypuk le. Należy stwierdzić, że w teorii punktu
sta lego dla multifunkcji kluczowa̧ rolȩ odgrywaja̧ selektory. Użycie ich pozwala bowiem zredukować
problem do przypadku jednopunktowego. Spośród wszystkich twierdzeń o punktach sta lych przy-
pomnijmy nastȩpuja̧ce:

Twierdzenie 31 (Schauder). Niech K bȩdzie zwartym i wypuk lym podzbiorem przestrzeni Banacha
X. Wtedy każde odwzorowanie cia̧g le f : K −→ K posiada punkt sta ly.

Należy podkreślić, że oba za lożenia wypuk lości i zwartości sa̧ istotne. Istnieja̧ uogólnienia na
dowolne zbiory K ∈ clco (X) , ale wymagaja̧ one za lożeń zwartości funkcji f. Przypomnijmy, że
f : X −→ X jest odwzorowaniem zwartym, jeżeli jest cia̧g le i zbiór f (X) jest warunkowo zwarty
(totalnie ograniczony).

Twierdzenie 32. Niech K bȩdzie domkniȩtym wypuk lym podzbiorem przestrzeni Banacha X. Wt-
edy każde odwzorowanie zwarte f : K −→ K posiada punkt sta ly.

Drugim niezbȩdnym twierdzeniem dla funkcji jest twierdzenie Banacha (o kontrakcji) - por.
podrȩczniki z analizy matematycznej!!!
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9.2. Przypadek wielowartościowy. Twierdzenia o punktach sta lych maja̧ swoje odpowiedniki
dla odwzorowań pó lcia̧g lych z do lu i z góry. Dla pó lcia̧g lych z do lu jest to  latwe zastosowanie
cia̧g lych selektorów.

Twierdzenie 33 (M). Niech Z bȩdzie zwartym i wypuk lym podzbiorem przestrzeni Banacha X.
Wtedy każde p.z.d. odwzorowanie P : Z −→ clco (Z) posiada punkt sta ly.

Twierdzenie 34. Niech Z bȩdzie domkniȩtym wypuk lym podzbiorem przestrzeni Banacha X.
Wtedy każde p.z.d. odwzorowanie P : Z −→ clco (Z) takie, że P (Z) jest warunkowo zwarty posiada
punkt sta ly.

Metoda cia̧g lych selektorów może być również użyta dla odwzorowań pó lcia̧g lych z góry, choć
nie da siȩ tego zrobić bezpośrednio. Pó lcia̧g lość z góry nie gwarantuje bowiem istnienia cia̧g lych
selektorów (odpowiednik twierdzenia Schaudera!):

Twierdzenie 35. [Ky Fan] Niech Z bȩdzie zwartym i wypuk lym podzbiorem przestrzeni Banacha
X. Wtedy każde pó lcia̧g le z góry odwzorowanie P : Z −→ clco (Z) posiada punkt sta ly.

Odpowiednikiem twierdzenia Banacha o kontrakcji dla multifunkcji jest twierdzenie Covitz-
Nadlera:

Twierdzenie 36. Niech (X, d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧ zupe lna̧. Jeżeli N : X → cl(X) jest
kontrakcja̧ ze wzglȩdu na metrykȩ Hausdorffa tj istnieje sta la k < 1 taka, że dla dowolnych x, y ∈ X

h(N(x), N(y)) ≤ k · d(x, y),

to N posiada punkt sta ly.

10. Inkluzje różniczkowe

Funkcjȩ x : I 7−→ X bȩdziemy nazywać absolutnie cia̧g la̧ (mild function), jeśli istnieje funkcja
u ∈ L1 (T,X) taka, że dla każdego t ∈ I mamy

x (t) = a+

t∫
0

u (s) ds.

Funkcjȩ u bȩdziemy oznaczać przez x′ i nazywać pochodna̧. Musimy jednak być świadomi,
że w dowolnych przestrzeniach Banacha klasyczna definicja absolutnej cia̧g lości nie gwarantuje
istnienia pochodnej. Dzieje siȩ tak tylko w przestrzeniach Banacha posiadaja̧cych w lasność Radona-
Nikodyma, w szczególności w Rl.

Inkluzja̧ różniczkowa̧ nazywamy relacjȩ

x′ ∈ F (t, x) ,

gdzie F : I × X −→ N (X) jest danym odwzorowaniem wielowartościowym. Jeśli ża̧damy, by
x (0) = ζ to mówimy o zagadnieniu Cauchy’ego

x′ ∈ F (t, x) ,(6)

x (0) = ζ.

Rozwia̧zaniem zagadnienia Cauchy’ego (6) nazywamy funkcjȩ absolutnie cia̧g la̧ x : I 7−→ X taka̧,
że

x′ (t) ∈ F (t, x (t)) p.w. w I
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oraz

x (0) = ζ.

 La̧cznie z (6) rozważamy tzw. ”zrelaksowane” inkluzje różniczkowe

x′ ∈ clcoF (t, x) ,(7)

x (0) = ζ.

Ogólnie: mamy 3 g lówne metody rozwia̧zywania zagadnień dla inkluzji różniczkowych:

1. Zastosowanie teorii wielowartościowych punktów sta lych.
2. Sprowadzenie do równań ró.zniczkowych poprzez twierdzenia selekcyjne.
3. Zastosowanie twierdzenia Baire’a o kategoriach.

10.1. Zastosowanie teorii wielowartościowych punktów sta lych. Zauważmy, że x jest rozwia̧-
zaniem problemu (6) wtedy, gdy u = x′ jest punktem sta lym odwzorowania wielowartościowego

K : L1 (T,X) 7−→ dcl (T,X)

danego wzorem

K (u) =
{
w ∈ L1 (T,X) : w (t) ∈ F (t, u (t)) p.w. w I

}
.

Badanie zatem w lasności rozwia̧zań danej inkluzji sprowadza siȩ do badania zbioru punktów sta lych
Fix (K).

Inkluzje z prawa̧ strona̧ pó lcia̧g la̧ z góry
Rozpatrzmy teraz zagadnienie

(8) x′ (t) ∈ F (t, x (t)) , x (0) = ζ.

O prawej stronie F : I ×Rl −→ clco
(
Rl
)

bȩdziemy zak ladać, że

(G1) dla każdego x ∈ Rl multifunkcja t −→ F (t, x) jest mierzalna;
(G2) dla każdego t ∈ I multifunkcja x −→ F (t, x) jest p.z.g.;
(G3) istnieje funkcja p ∈ L1 (I) taka, że dla każdego x ∈ Rl mamy

sup {|z| : z ∈ F (t, x)} ≤ p (t) p.w. w I.

Twierdzenie 37. Za lóżmy, że F : I×Rl −→ clco
(
Rl
)

spe lnia warunki (G1) , (G2) i (G3) . Wtedy

dla każdego ζ ∈ Rl zagadnienie (11) ma rozwia̧zanie.

Proof. Idea dowodu: niech

(9) S =

{
s ∈ AC

(
I,Rl

)
: |s′ (t)| ≤ p (t) p.w. w I

oraz s (0) = ζ

}
.

Zbiór S ⊂ C
(
I,Rl

)
jest zwarty i wypuk ly. Określmy multifunkcjȩ

K : S −→ clco
(
L1
(
I,Rl

))
wzorem

(10) K (s) =

{
u ∈ AC

(
I,Rl

)
: u′ (t) ∈ F (t, s (t))

p.w. w I oraz u (0) = ζ

}
.

Sprawdzamy za lożenia Kakutaniego (Ky Fana) o punkcie sta lym i otrzymać punkt sta ly s ∈ K (s) .
 Latwo sprawdić, że s jest rozwia̧zaniem zagadnienia Cauchy’ego (11). �
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Można udowodnić, że zagadnienie (11) ma rozwia̧zanie, jeśli o F : I ×Rl −→ clco
(
Rl
)

zak ladać,
że spe lnia warunki (G1) , (G2) oraz

(G3)
′

istnieja̧ funkcje p ∈ L1 (I) i q ∈ L∞ (I) takie, że dla każdego x ∈ Rl mamy

sup {|z| : z ∈ F (t, x)} ≤ p (t) + q (t) |x| p.w. w I.

Inkluzje z prawa̧ strona̧ pó lcia̧g la̧ z do lu

Zajmiemy siȩ teraz zagadnieniem

(11) x′ (t) ∈ F (t, x (t)) , x (0) = ζ,

gdzie prawa strona spe lnia warunki:
(D1) F : I ×Rl −→ clco

(
Rl
)

jest multifunkcja̧  la̧cznie mierzalna̧;
(D2) dla każdego t ∈ I multifunkcja x −→ F (t, x) jest p.z.g.;
(D3) istnieje funkcja p ∈ L1 (I) taka, że dla każdego x ∈ Rl mamy

sup {|z| : z ∈ F (t, x)} ≤ p (t) p.w. w I.

Twierdzenie 38. Za lóżmy, że F : I×Rl −→ clco
(
Rl
)

spe lnia warunki (D1) , (D2) i (D3) . Wtedy

dla każdego ζ ∈ Rl zagadnienie (11) ma rozwia̧zanie.

Proof. Podobna idea:

S =

{
s ∈ AC

(
I,Rl

)
: |s′ (t)| ≤ p (t) p.w. w I
oraz s (0) = ζ.

}
.

i

K (s) =

{
u ∈ AC

(
I,Rl

)
: u′ (t) ∈ F (t, s (t)) p.w. w I
oraz u (0) = ζ.

}
S ⊂ C

(
I,Rl

)
jest zbiorem zwartym i wypuk lym, dla każdego s ∈ S zbiory K (s) sa̧ domkniȩte i

wypuk le oraz K (s) ⊂ S, a K : S −→ clcoS jest pó lcia̧g la z do lu.
Ustalmy s0 ∈ S, sn −→ s0,, u0 ∈ K (s0) . Dowidzimy, że istnieja̧ un ∈ K (sn) takie, że un −→ u0.

Niech vn bȩda̧ takimi funkcjami mierzalnymi, że dla każdego t ∈ T
vn (t) ∈ F (t, sn (t))

oraz
|vn (t)− u′0 (t)| = d (u′0 (t) , F (t, sn (t))) .

Z uwagi na (D3) mamy |vn (t)| ≤ p (t) p.w. w I oraz z (D2) oraz

lim sup |vn (t)− u′0 (t)|
= lim sup d (u′0 (t) , F (t, sn (t)))

≤ d (u′0 (t) , F (t, s0 (t))) = 0 p.w. w I.

Z twierdzenia Lebesgue’a mamy zatem

vn −→ u′0 w L1
(
I,Rl

)
.

 Latwo sprawdzić, że naturalnym kandydatami sa̧ w tej sytuacji funkcje un ∈ K (sn) takie, że

u′n = vn,

un (0) = ζ

i że rzeczywíscie cia̧g {un} spe lnia ża̧dany warunek. Zatem odwzorowanie K : S −→ clcoS posiada
punkt sta ly s i jest on rozwia̧zaniem zagadnienia Cauchy’ego (11). �
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10.2. Lemat Filippova i zbiory rozwia̧zań. Bȩdziemy teraz rozważali inkluzje różniczkowe

(12)

{
x′ ∈ F (t, x)
x (0) = ζ

.

O multifunkcji F : I ×X −→ cl (X) bȩdziemy zak ladać, że ma ona nastȩpuja̧ce w lasności:
i. F jest L ⊗ B (X)−mierzalna po (t, x) ;

ii. istnieje funkcja l ∈ L1 (I,R+) taka, że dla każdych x1, x2 ∈ X zachodzi nierówność

dH (F (t, x1) , F (t, x2)) ≤ l (t) |x1 − x2| p.w. w I;

iii. dla każdego (ζ, z) ∈ L1 (I,X) istnieje β = βζ,z ∈ L1 (I,R) taka, że

dH (z (t) , F (t, I (ζ, z) (t))) ≤ β (t) p.w. w I.

Naszym celem jest zbadanie w lasności zbioru rozwia̧zań R zagadnienia (12).
Dla sformu lowania Lematu Filippova oznaczmy

m (t) =

t∫
0

l (τ) dτ.

Twierdzenie 39 (Filippov Lemma). Za lóżmy, że F : I × X −→ cl (X) spe lnia warunki i. − ii i
iii0. oraz rozważmy funkcje z ∈ AC (I,X) i β ∈ L1 (T,R) spe lniaja̧ce nierówność

dH (z′ (t) , F (t, z (t))) ≤ β (t) p.w. w I.

Wtedy dla każdych ζ ∈ X i ε ∈ R+ istnieje u ∈ L1 (I,X) taka, że funkcja

v = I (ζ, u) = ζ +

t∫
0

u (τ) dτ

jest rozwia̧zaniem (12) spe lniaja̧cym warunki:
a)

|z′ (t)− v′ (t)| ≤

≤ ε+ l (t) exp {m (t)}+ l (t) |z (0)− ζ|+

+l (t)

t∫
0

β (τ) exp {m (t)−m (τ)} dτ + β (t) p.w. w I;

oraz
b)

|z (t)− v (t)− (z (0)− ζ)| ≤

≤ {ε+ |z (0)− ζ|} exp {m (t)}+

+

t∫
0

β (τ) exp {m (t)−m (τ)} dτ.
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Udowodnimy teraz klasyczne twierdzenie Filippova-Ważewskiego, że zbiór RF rozwia̧zań zagad-
nienia Cauchy’ego (12) {

u′ ∈ F (t, u) ,
u (0) = ζ

jest gȩsty w zbiorze R = clR = Rclc rozwia̧zań ”zrelaksowanego (uwypuklonego)” zagadnienia

(13)

{
u′ ∈ clcoF (t, u)

u (0) = ζ
.

Bȩziemy zak ladać, że F : I ×Rk −→ cl
(
Rk
)

spe lnia warunki i., ii i iii0, a ponadto

iv. istnieje p ∈ L1 (I,R) taka, że dla każdego s ∈ S

sup {|u| : u ∈ F (t, x)} ≤ p (t) a.e. w I.

Oznaczmy przez R zbiór rozwia̧zań dla (13). Wtedy

Twierdzenie 40 (Filippov-Ważewski). Za lóżmy, że F : I×X −→ cl (X) spe lnia warunki i., ii, iii0
i iv. i niech ζ ∈ X. Wtedy dla każdego r ∈ R i dowolnego ε > 0 istnieje rozwia̧zanie r ∈ R
spe lniaja̧ce oszacowanie

‖r − r‖C ≤ εM.

10.3. Sprowadzenie do równań różniczkowych - poprzez twierdzenia selekcyjne. Naj-
bardziej banalne zastosownia dotycza̧ wykorzystania twierdzenia Michaela i twierdzenia Peano.

Znacznie ciekawsze sa̧ prace Bressana bazuja̧ce na konstrukcji selektorów kierunkowo cia̧g lych
(rozwia̧zania Carathéodory’ego): najkrócej mówia̧c można pomina̧ć za lożenie wypuk lości wartości
F !!

Tym razem odeślȩ do pracy magisterskiej o selektorach kierunkowo cia̧g lych (po polsku!!): K.
Leśniak (UMK Toruń) - plik PostScript:

http://www-users.mat.umk.pl/ much/WORKS/ABressan.ps (Rozdzia l 4)
...............

10.4. Zastosowanie twierdzenia Baire’a o kategoriach. Cellina: porównanie zbiorów roz-
wia̧zań dla S2:

x′(t) ∈ {−1, 1} , x(0) = 0

oraz S1

x′(t) ∈ [−1, 1] , x(0) = 0.

(tj. S2 jest zbiórem rezydualnym w S1).

Rozpatrujemy:

(14)

{
x′ ∈ F (t, x)
x (0) = ζ

.

oraz

(15)

{
x′ ∈ ∂F (t, x)
x (0) = ζ

.

Mamy:
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Twierdzenie 41. Zak ladamy, że F : I × K(x0, r) → cc(Rk) jest cia̧g la w sensie Hausdorffa
ograniczna przez M < r oraz, że wartości F (t, x) maja̧ niepuste wnȩtrza: intF (t, x) 6= ∅.

Wtedy zagadnienia (14) i (15) maja̧ niepuste zbiory rozwia̧zań oraz zbiór S2 dla (15) jest rezy-
dualnym pozdbiorem dla S1 (czyli (14)).

11. Symbole

(X, d)− przestrzeń metryczna;
(X, ‖ · ‖) -przestrzeń unormowana;
R - zbiór liczb rzeczywistych;
C − zbiór liczb zespolonych;
Rn − przestrzeń euklidesowa;
I = [0, 1]− odcinek w R;
clA− domkniȩcie zbioru A;
IntA− wnȩtrze zbioru A;
coA− uwypuklenie (obwiednia wypuk la) zbioru A;
clcoA− domkniȩte uwypuklenie (domkniȩta obwiednia wypuk la) zbioru A;
N (X)− rodzina niepustych podzbiorów zbioru X;
cl (X)− rodzina domkniȩtych niepustych podzbiorów zbioru X;
b (X)− rodzina ograniczonych niepustych podzbiorów przestrzeni metrycznej (X, d) ;
bcl (X)− rodzina domkniȩtych i ograniczonych podzbiorów przestrzeni metrycznej (X, d) ;
c (X)− rodzina zwartych niepustych podzbiorów przestrzeni metrycznej (X, d) ;
co (X)− rodzina wypuklych niepustych podzbiorów przestrzeni unormowanej (X, ||) ;
clco (X) - rodzina wypuk lych i domknietych podzbiorów przestrzeni unormowanej (X, ||) ;
cc (X) -rodzina wypuk lych i zwartych podzbiorów przestrzeni unormowanej (X, ||) ;
B (x, r) - kula otwarta w przestrzeni metrycznej (X, d) o środku x i promieniu r ;
B (x, r) -kula domkniȩta w przestrzeni metrycznej (X, d) o środku x i promieniu r ;
dist (x,A) = inf {dist (x, a) : a ∈ A}− odleg lość punktu x od zbioru A;
e (A,B) = sup

a∈A
dist (a,B) ;

h(A,B) = max {e (A,B) , e (B,A)}− metryka Hausdorffa;
P : T  X, P : T → N (X)− multifunkcja ze zbioru T w podziory X
P− (A) = {t : P (t) ∩A 6= ∅}−przeciwobraz (z −) zbioru A przez multifunkcjȩ P ;
P− (A) = {t : P (t) ⊂ A}− przeciwobraz (z +) zbioru A przez multifunkcjȩ P ;
P (A) =

⋃
x∈A

P (x)− obraz zbioru A przez multifunkcjȩ P ;

σA (x∗) = σ(x∗, A) = sup {〈x∗, x〉 : x ∈ A} − funkcja podparcia zbioru A;
σP (t, x∗) = σP (t) (x∗)− funkcja podparcia multifunkcji P (t) ;

References

[1] J.-P. Aubin, A. Celina, Differential Inclusions (Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1984).
[2] J.-P. Aubin, H. Frankowska, Set-Valued Analysis (Birkhäuser, Boston, Basel, Berlin, New York, 1984).
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