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Pojȩcia, definicje i twierdzenia wprowadzone w ramach przedmiotów wymienionych

we wskazaniach bȩda̧ przypominane bez rozwijania tematu - ewentualne zaleg lości s lu-

chacze musza̧ samodzielnie uzupe lnić.

Poniżej podany jest zakres materia lu omawianego w ramach wyk ladu. Ko-
lejność i sposób jego wprowadzania dla wygody s luchaczy przypominać bȩda̧
klasyczny kurs analizy rzeczywistej i omówione zostana̧ szczegó lowiej podczas
pierwszego wyk ladu. kade z pojȩć analizy wielowartośiowej bȩdzie porównywane
ze definicjami znanymi z klasycznej analizy.

• (1) Pojȩcie odwzorowania wielowartościowego (multifunkcji). Przeciwo-
brazy. Odwzorowania odwrotne. Naturalne przyk lady i realizacje (od-
wzorowania odwrotne, nierówności, parametryzacje itp.). Wprowadzenie
w analizȩ wielowartościowa̧.

• (2) Analiza wielowartościowa:

- metryka Hausdorffa na rodzinach zbiorów,

- cia̧gi zbiorów i ich granice,

- granica Kuratowskiego cia̧gu zbiorów, inne pojȩcia granic (granice w
teorii mnogości, w przestrzeni topologicznej, metrycznej i unormowanej),

- wzajemne reacje pomȩdzy różnymi pojȩciami granic.

• (3) Cia̧g lość i mierzalność multifunkcji:

- multifunkcje cia̧g le i pó lcia̧g le, zwia̧zki z definicami dla funkcji,

- zależności miȩdzy pó lcia̧g lościami multifunkcji, pó lcia̧g ĺsci a przeciwo-
brazy i cia̧gi zbiorów,

- przypadki szczególne - cia̧g lości funkcji,

- multifunkcje mierzalne.

• (4) Selektory:

- pojȩcie selektora, istnienie selektora,

- selektory mierzalne,

- twierdzenie Kuratowskiego - Ryll-Nardzewskiego,

- selektory ε -przybliżone,

- selektory cia̧g le (tw. Michaela),

- selektory Carathéodory’ego,

- selektory minimalne.

• (5) Punkty sta le odwzorowań wielowartościowych:

- pojȩcie punktu sta lego,

- tw. Ky-Fana,



- tw. Kakutani’ego,

- funkcje - przypadki szczególne.

• (6) Ca lka Aumanna z multifunkcji (uogólnienie operacji ca lkowania na
multifunkcje - definicja i podstawowe w lasności). Inne ca lki wielowartościowe
i ich wzajemne relacje. Porównanie z definicjami ca lek dla funkcji.

• (7) Pochodne wielowartościowe (subróżniczka, stożki styczne, wykres mul-
tifunkcji, pochodne wielowartościowe).

• (8) Inkluzje różniczkowe: przyk lady i zastosowania - w zależności od
czasu...

• (9) Zastosowania inkluzji różniczkowych w teorii optymalnego sterowania.
Viabilność. Inne zastosowania.
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Jeśli nie zaznaczono inaczej, to przez X, Y ... oznaczać bȩdziemy przestrze-
nie topologiczne. ( Na ogó l podana też bȩdzie szczególna postać definicji lub
twierdzenia w przestrzeni Banacha E lub wrȩcz w przestrzeni Rn ).

Przez 2X oznaczać bȩdziemy rodzinȩ wszystkich niepustych podzbiorów zbio-
ru X.

Definicja 1. Odwzorowaniem wielowartościowym (multifunkcja̧, funkcja̧ wie-
lowartościowa̧) F : X → 2Y nazywamy odwzorowanie przyporza̧dkowywuja̧ce
elementom zbioru X podzbiory zbioru Y .

W szczególności moga̧ być to zbiory jednoelementowe, a wiȩc każda funkcja
jest multifunkcja̧.

Należy zwrócić uwagȩ, że dla dowolnej funkcji f : X → Y odwzorowanie
f−1 ( f(x) = y ⇐⇒ f−1(y) = x ) jest multifunkcja̧, a dla funkcji odwzo-
rowanie odwrotne istnieje jedynie dla funkcji różnowartościowych. Nie ma też
ograniczeń znanych z definicji funkcji arcsin(x). Jest to najprostszy znany
ze szko ly przypadek multifunkcji (nie ograniczamy dziedziny funkcji sin(x) do
przedzia lu d lugości π).

Zajmiemy siȩ tu multifunkcjami na wzór klasycznej analizy matematycznej
(funkcje), oraz uzupe lnimy niezbȩdne wiadomości z rachunku zbiorów (cia̧gi
zbiorów, granice itd.).

Tak wiȩc w skróconej formie powtórzony zostanie materia l ”klasycznej” ana-
lizy z poziomu I i II :

- multifunkcje i ich cia̧g lość,
- cia̧gi i granice zbiorów (metryka Hausdorffa),
- ca lka i mierzalność multifunkcji,
- pochodna (wielowartościowa),



- zagadnienia  la̧cza̧ce funkcje i multifunkcje: selektory i punkty sta le.

Poza tym omówimy zalety takiego ujȩcia analizy i zastosowania teorii multi-
funkcji, szczególnie w dziedzinie inkluzji różniczkowych (wielowartościowe rów-
nania różniczkowe) i sterowania optymalnego.
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• K.Kuratowski ”Wstȩp do teorii mnogości i topologii”,
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