Uktady funkcji ortogonalnych

L AGA

Iloczyn skalarny w przestrzeniach funkcji cigglych

W przestrzeni liniowe] funkceji cigglych na przedzia
iloczyn skalarny jako nastepujacy catke:

b
L= / f(z)g(z)w(z)dz

gdzie w(x) jest pewny ustalong, nieujemng w przedziale [a,b] funkcja
ciggla, zwang wagg iloczynu skalarnego. W najprostszym przypadku
w(z) =1 i wtedy mamy:

la, b] mozna okredli¢

(f,9) = [ f(z)g(x)da .

Kazda przestrzen liniowa z okreslonym w niej iloczynem skalarnym jest
jednoczesnie przestrzenig unormowana. W rozwazanej powyzej przestrzeni
funkcji ciagtych na przedziale [a, ], norma jest okreslona nastepujaco:

b
ILFIl = y{f, F) = JZfQ(x)w(x) dz .

Dwa elementy przestrzeni liniowej nazywamy ortogonalnymi jesli zeruje
si¢ ich iloczyn skalarny. Ciag nieskoficzony funkeji:

01,502 5isr5:9 P + s 4
tworzy uklad ortogonalny, jesli
(Pi, ;) =0, jesdli i#j.
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Jedli ponadto, dla kazdego i spetniony jest warunek:

il =1,
to uktad taki nazywamy ortonormalnym.
Uktady funkeji ortogonalnych i ortonormalnych ogrywaja istotna role w
teorii aproksymacji.

Uklad trygonometryczny

Jednym z najprostszych do okreslenia uktadéw ortogonalnych jest naste-
pujacy uktad funkcji trygonometrycznych:

€osE, sinx, cosldy, Bin2z,...,cosng, sinnw, ...

Cigg ten tworzy uklad ortogonalny w dowolnym przedziale o dlugosci
2m , na przyktad [—m, 7], dla iloczynu skalarnego z waga w(x) = 1. Aby
powyzszy fakt wykaza¢, nalezy sprawdzi¢, ze dla liczb naturalnych m,n
takich, ze m # n spelnione sg trzy réwnosci:

Ul
/ sinmx cosnxdr =0,
=
™
/ sinmx sinnxdr =0,
e
/ cosmzx cosnrdr = 0.
=qr
Wykazemy przyktadowo pierwszg z nich.
W tym celu podstawimy w znanym wzorze trygonometrycznym:

sina+sinﬁ:25inagﬁcosa;ﬁ,
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uzyskujac rownosc:

sin(m + n)x + cos(m — n)x
- :

ZamieniliSmy zatem iloczyn funkcji trygonometrycznych na ich sume co
tatwo umozliwi nam catkowanie. Mamy wiec:

sin mx cosnx =

s 1 ™
/ sinmx cosnx dr = 5 / (sin(m +n)x + cos(m — n)x) dx
=1 =

&

=1 s 1 . s
=iem——— [COR(M + NYE] . + 7 sili(m —n)z|__=1.
S oSt + )l + 5 fin(m — n)al,
Ostatnia réwnos¢ wynika z faktu, ze 27 jest okresem funkcji sinus i cosi-
nus.
Dwie pozostalte réwnosci dowodzi si¢ analogicznie przy pomocy wzoréw
trygonometrycznych:

cosa + cos B = 2cosa+5cosa_ﬁ,
2 2
cosa —cos 3 = —QSina;ﬁSina;ﬁ
Uklad funke;ji:
coszx, sinzx, cos2x, sin2z,...,cosnx, sinn, ...

Jest wige uktadem ortogonalnym, ale nie ortonormalnym. Wezmy bowiem



przyktadowo:
7 T 14-cos2zx
|| cos z|| = \/{cos z,cos x) = / cos’x dx = / Tsd;z:
=0 =i

2t

Co ciekawe, dla dowolnej liczby naturalnej n, mamy:

£ sm2x1”
=1
|

||cosnz|| = ||sinnz|| = 7,
gdyz
7 T 1-cos2nz
|| cos nz|| = \/(cosnx,cosn:c) = /coszmzdx: / %dw
-7 -7
[."1; sin 2nx|”™
= | — =T
2 dn | _, '
: : . T T1—cos2nzx
|| sinnz|| = \/(smn:c,smna:) = /51n2nxdx: / Tsdx
== -~
x sin2nxr
=|=— =T
2 in [ »

Powyzsze, jednakowe warto$ci norm wszystkich funkcji naszego uktadu,
daja nam mozliwo$¢ "znormalizowania” go, poprzez podzielenie kazdej
funkcji przez /7. Uzyskamy wtedy uklad ortonormalny:

1 1 | 1 I .
—=C0ST, —=S8InZx, —=C0s2T, —=sin2x,...,——CosnNT, —sinnz, ...
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Inna modyfikacja funkeji trygonometrycznych:

T . X 2rx | 27X nTxr . NI
CcoS —, sin R COST’ sin —, ..., Cos sin

[’ l [’ [
powoduje, ze dostajemy uklad funkeji ortogonalnych na dowolnym prze-
dziale postaci [—1,1].

Wielomiany Legendre’a

Do niektérych rozwazan w teorii aproksymacji funkcje trygonometrycz-
ne nie beda zbyt wygodnym narzedziem. Dlatego tez czesto uzywa sie
uktadéw wielomianéw ortogonalnych. Oméwimy kilka przykiadéw takich
uktadéw. Ciag wielomianéw Legendre’a zdefiniowany jest nastepujacym
wzorem rézniczkowym:

Py(2) (@-17", n=012,...

- 2np)
Mozna wykazaé, ze wiclomiany Legendre’a spelniajg ponizsze réwnanie
rozniczkowe rzedu drugiego:

(2 — 1)P;(x) 4+ 2z Py(x) — n(n + 1)P,(z) =0

a takze nastgpujgca zalezno$é rekurencyjna:

2n + 1 n
Fanale) =Sy o Bl — o

Z powyzszego wzoru rekurencyjnego najwygodniej znajdziemy kolejne
wielomiany Legendre’a, pod warunkiem, ze dwa poczatkowe Py(z) i P(z)

Pn—l (JI) X
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obliczymy ze wzoru definicyjnego. Mamy wiec:

P()(.’L‘) = 1

Hilz) ==,

Py(z) = %(31 -1),

Pi(z) = %( 3 — 3z),

Py(z) = %(35::: 30z% + 3),

Ps(z) = 3(632° — 702® + 15z) .

Wielomiany Legendre’a sa ortogonalne w przedziale [—1,1]. dla iloczynu
skalarnego z waga w(z) = 1. Mamy bowiem nastepujgca réwnosé:

m = i
.=

1 0
(Pula), Bulzl) = | Pila) Bt} e :{ 0

=1 2n+1"
Wielomiany Czebyszewa I rodzaju

Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju sa zdefiniowane nastepuja-
cym wzorem:

V1 — x?

(1) Tu(z)= (—1)n(2n__1)”

(1- xQ)""i’] " . n=0,12...

Wyjasnienia wymaga symbol podwéjnej silni (!!), okreslony dla natu-
ralnych wartosci k:

ol — 1-3-5-7...k ,k=21—1
" |2-4-6-8...k ,k=2n,



oraz dodatkowo: (—1)!! =0!l =1.

Mamy na przyktad:
gl=1-3-8,
121=2-4-6-8-10-12.

Patrzac na wzoér (1) weale nie widaé od razu, ze przedstawia on wielo-
mian. Mozna to dopiero stwierdzi¢ wykonujac kolejne obliczenia dla po-
szczegblnych wartosci n. Mamy bowiem:

1-271"

— 2 11/
Ta) = (-1 (- )] -
Niestety dla kolejnych warto$ci n obliczenia te sa zdecydowanie bardzie]
skomplikowane, gléwnie z powodu trudnosei z pochodna wyzszego rzedu.
Na szczgscie sg inne sposoby na wyznaczenie wielomianéw Czebyszewa
pierwszego rodzaju. Mozna pokaza¢ indukeyjnie, ze definicja (1) jest réw-
nowazna nastgpujacemu réwnaniu rézniczkowemu rzedu drugiego:

(2) 1 —2)T!(z) — 2T (z) + n’Ty(z) = 0

oraz prawdziwy jest wzor rekurencyjny:
(3) Toii(z) = 22T, (x) — Ty () .

Znajac juz dwa poczatkowe wielomiany Ty(z) =1, Ti(z) =z
tatwo mozemy, korzystajac z powyzszego wzoru rekurencyjnego, uzyskac



postacie kilku nast¢pnych wielomianéw Czebyszewa:

TQ(.T) = 2.’132 = 1,

Ts(z) = 42° — 3z,

Ty(z) = 8z* — 822 + 1,
Ts(z) = 162° — 2023 + 5z .

Obserwujac powyzsze wielomiany oraz wzér (3) mozemy wyciggnaé na-
stepujace wnioski:
— kazdy wielomian 7, ma stopien n
— wspotezynnik przy z" wielomianu 7, wynosi 2"
— kazdy wielomian T, ma wyrazy o potegach tylko parzystych albo
tylko nieparzystych
—gdy n jest parzyste to wielomian T,, jest funkcja parzysts, a gdy n
Jest nieparzyste to wielomian T, jest funkcjg nieparzysta
— zera (miejsca zerowe) wielomianéw T, sg polozone symetrycznie
wzgledem punktu 0.

Duzo trudniejsze jest wykazanie, ze wielomiany Czebyszewa I rodzaju
tworzg uklad ortogonalny w przedziale (—1,1) przy iloczynie skalarnym
Z wagg:

1
i
Mamy bowiem:
] ) 0, m#n
(ale), Tula)) = / Tn(x)Tm(:v)—2 dc=4{7, m=n=0
-1 = 2 m=ngll.



Wielomiany Laguerre’a
Ciag wielomianéw Laguerre’a definiujemy nastepujaco:
1 - (n)
s i () .
L,,,(:c)—n!e(e x) \ ma=01.72...

Spetniajg one réwniez wzér rekurencyjny:
2Zn+l—2x n
Lyji=——L -
Wielomiany Laguerre’a tworzg uktad ortonormalny w przedziale [0, 400)
dla iloczynu skalarnego z waga w(x) = e *. Iloczyn skalarny dwdch

dowolnych wielomianéw uktadu wynosi:

Ln—l (CE) 5

(Ln(x), L(z)) = ngn(x)Lm(r)e‘I = { (1) " i "

Wielomiany Hermite’a
Wielomiany Hermite’a definiujemy nastepujgco:
Ha@) = ()" ()™, n=0,1,2,...
Prawdziwy jest dla nich wzér rekurencyjny:
Hpy1 = 2zHy(z) — 2nH,—(x) .

Ciag wielomianéw Hermite'a jest ortogonalny w przedziale (—oo, +00)
dla iloczynu skalarnego z waga w(x) = e~ |, mamy bowiem:

0, m#n

<Hn(l‘), Hm(x)) = _ZOH"(IE)H,,L(x)B_m:Z dz = { \/7_].271 n! , m=n.



