2. HISTORIA

Na poczatku XIX wieku Fourier zadal fundamentalne pytanie: Czy szereg Fouriera
cigglej funkcji jest zbiezny do niej punktowo?

Wzmacniajac nieco zalozenie cigglosci mozna bez wigkszych trudnosci uzyskaé
odpowiedz twierdzaca. Tak jest na przyklad, gdy funkcja f jest rézniczkowalna w
sposob ciagty. Dirichlet, ktéry to udowodnil, byt przekonany, ze tak powinno byé w
przypadku wszystkich funkcji ciaglych. Nietrudno tez pokazaé, ze dla funkeji catko-
walnych z kwadratem zbieznosé zachodzi w sensie normy przestrzeni tych funkeji.

Po Dirichlecie takze Riemann, Weierstrass i Dedekind opowiedzieli si¢ za hipo-_
teza zbieznosci szeregu Fouriera funkcji cigglych. To przekonanie obalit '

mtéry w roku 1876 pokazal, ze istnieje funkcja ciggta, ktérej szereg
ouriera jest rozbieiny w przynajmniej jednym punkcie.
Fuzin postawil w 1915 Toku hipoteze, ze szereg Fouriera funkcji f € L*(T) jest
zbiezny prawie wszedzie. I&)Lmogorow podal w roku 1923 przyklad funkcji f € L'(T),
ktorej szereg Fouriera ]estmzbz(gpﬂfay_}f_ wszedzie, a w roku 1926 dokonat mody-
fikacji swojego przykladu, uzyskujac szereg rozbiezny wszedzie. W tej sytuacji nie
bylo jasne, czy poszukiwa¢ pozytywnej, czy negatywnej odpowiedzi na hipoteze Lu-
zina.
Odpowiedzi udzielit Carleson roku 1966: Tak, sz era_funkcgi f € L*(T)

jest zbiezny prawi ] 1) i. W wywiadzie w roku 2007 Carleson
niﬁgmﬁé&goczqtkowo myslat, ze ma metode, ktéra pozwoli mu wskazaé przyktad
funkeji f € L*(T), ktorej szereg jest rozbiezny w przynajmniej jednym punkcie, ale
ostatecznie zorientowal sig, ze to si¢ nie uda, co przekonalo go do hipotezy Luzina.
Oryginalny dowod Carlesona jest bardzo trudny i chociaz kilku autoréw (Mozzochi,
Kahane, Joersbo & Mejbro, de Reyna, C. Fefferman, Lacey & Thiele) znalazto szereg
uproszczen, nadal nie ma tatwego dowodu.

W tym samym roku 1966 Katznelson pokazal, ze dla kazdego zbioru miary zero
E C T istnieje funkcja ciagta, ktorej szereg Fouriera jest rozbiezny przynajmniej w
punktach tego zbioru. Stad i z twierdzenia Carlesona mozna wywnioskowaé, ze zbior
E C T moze byé zbiorem rozbieznosci szeregu Fouriera funkcji cigglej, wtedy i tylko
wtedy gdy jest miary zero.

Carleson uwazal, ze rozszerzenie jego twierdzenia na funkcje f € LP(T) jest raczej
oczywiste. Zrobil to Hunt w roku 1968. Zbieznos¢ szeregu Fouriera funkeji f € L?(T)
w normie tej przestrzeni jest sprawa znacznie latwiejszg, ale z pewnoscia nie tak
prosta, jak przypadek p = 2.

Zaczerpniete z hitp:en.wikipedia.orgwiki Carleson%27s_theorem



A tu ponizej gtdwne pytania tej teorii — omawiane na wykfadzie:

gdzie

(1.3) o= % /_: f(z)e™ dx

Widzimy, ze sumy czeSciowe szeregu trygonometrycznego sa wielomianami trygo-
nometrycznymi. Tak zbudowany szereg trygonometryczny nazywa sie szeregiem Fo-
uriera funkcji f. Aby to zaznaczyé, piszemy

i _i f(n)e=, f(n) = %/_: f(x)e™ da.

Jak latwo widac,
LF(r)| < (| £l n€N.
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to szereg trygonometryczny

S(z) = i G

n=—oo
jest zbiezny jednostajnie. Ponadto, dla kazdego n € N
S(n) = ¢y

Dowdd. Jednostajna zbieznos¢ szeregu S(x) wynika z kryterium Weierstrassa. Mamy
bowiem

lexe™] < |eal-

Stad tez wzory na wspétczynniki otrzymujemy catkujac jednostajnie zbiezny szereg
S(xz)e ™ wyraz po wyrazie. O

Pytania, jakie si¢ ,ng.?u'wajq t.o:
3 ni

Jest zbilezny do funkcji f w normie

przestrzeni LP ?
- 3. Czy szereg Fouriera funkcji f € L5, (R) jest zbiezny do funkcji f prawie
wszedzie?
4. Czy jesli f jest ciagla, to jej szereg Fouriera jest zbiezny do niej w kazdym
/- punkcie? A moze jednostajnie?
5. Moze jeszcze inny rodzaj zbieznosci jest naturalny dla funkcji z wymienionych

g 2
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Okaze sig, ze rozwazajac te pytania, trzeba bedzie starannie rozréznié przypadki
L', L? oraz pozostatych LP. Jeszcze inaczej trzeba bedzie spojrze¢ na zbieznosé
szeregow Fouriera funcji cigglych. Odpowiedzi beda rézne. Niektére rozstrzygniecia
beda stosunkowo tatwe, inne bedg zbyt glebokie, aby$my je mogli rozwazyé tutaj.



