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Metoda charakterystyk dla rownan liniowych o
statych wspotczynnikach

W rozdziale tym oméwimy rozwigzywanie réwnan liniowych rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu o statych
wspétczynnikach metoda charakterystyk.

Metoda ta polega na sprowadzeniu rozwigzania réwnania rézniczkowego czastkowego do rozwiazania uktadu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, tak zwanych réwnan charakterystyk.

W tym celu nalezy znale$¢ rozwigzania réwnania wyj$ciowego wzdtuz pewnych krzywych, a nastepnie pokazaé, ze powierzchnia
utworzona w stosowny sposéb z tak skonstruowanych krzywych (charakterystyk) jest rozwigzaniem réwnania wyjsciowego.
Rozwazmy liniowe réwnanie rézniczkowe czastkowe pierwszego rzedu o statych wspétczynnikach

au, +bu, =c¢, (z,y) €D CR’. (1
Niech u bedzie rozwigzaniem réwnania (1) w obszarze D. Rozwazmy krzywg I' zawartaw D dana réwnaniami
z=1z(t), y=y(t), tel.
Oczywiscie wzdtuz krzywej I' rozwigzanie u przyjmuje wartosci
2(t) = u(z(t), y(t)), tel,
a pochodna wzgledem zmiennej t wyraza sie wzorem

de_Qude  dudy @
dt Oz dt Oydt’

Zatézmy, ze krzywa I' jest tak dobrana, ze

dr dy (3)
A

Stad iz faktu, ze wu jest rozwigzaniem réwnania ( 1) wynika, ze prawa strona relacji (2 ) jest réwna ¢, czyli

dz (4)

— =c
dt
Rozwiazujac réwnanie (3 ) z warunkami poczatkowymi: z(0) =z, y(0) = y,, otrzymamy
x=at+ x5, y=>bt+yg,

lub po wyrugowaniu parametru t

b 5
Yo =y — —(z — o). ®
a
Zauwazmy, ze przez kazdy punkt obszaru D przechodzi doktadnie jedno rozwigzanie uktadu réwnan (3).
Rozwigzanie réwnania (4 ) ma postac
z=ct+ K. (6)

Przypomnijmy, ze funkcja ( 6 ) jest rozwigzaniem réwnania (1) wzdtuz krzywej T', czyli krzywej danej réwnaniem (5).
Jesli zatem statg K zastapimy dowolna funkcjg ktéra na krzywej I' przyjmuje statg warto$¢, co symbolicznie mozemy zapisac

K= F(y0)7
gdzie y, jest dane wzorem (5), funkcja
z=ct+ F(y0)7

bedzie w dalszym ciggu spetnia¢ réwnanie ( 1) wzdtuz krzywej T.
Rozwazmy teraz funkcje

c b b
u(z,y) = E($ —xg) + F(y— E$+ Effvo),

gdzie F' jest dowolna funkcja rézniczkowalng jednej zmiennej.
Bezposredni rachunek pokazuje, ze funkgcja ta jest rozwigzaniem réwnania (1).
Istotnie



au, +bu, = a(% - SF’(y— gx—l— g$0)> +bF (y — gx—l— Sxo) =c

Tak wiec, aby znalez¢ rozwiazania réwnania (1), wystarczy rozwigza¢ uktad réwnan liniowych (3), (4).

Réwnania te noszg nazwe réwnan charakterystyk.

Warunki poczatkowe z(0) = x5, y(0) =y, nalezy dobraé tak, aby krzywe catkowe T'

pokryty caty obszar D. Zazwyczaj jako punkty poczatkowe wygodnie jest wzigé¢ punkty lezace na stosownie dobranej krzywej,
na przyktad naosi Oz lub Oy.

Czesto wystarczy ograniczy¢ sig do rozwigzan spetniajacych warunki: z(0) =0, y(0) = y,.

Zauwazmy jeszcze, ze poniewaz F' jest funkcja dowolng, wygodnie jest uzyskane rozwigzanie réwnania (1) zapisa¢ w postaci
réwnowaznej

b
u(z,y) = gx—l-F(y— Ex) )

# PRZYKLAD

Przyktad 1:

Znalez¢ rozwigzanie réwnania
Uy +2u, =0, >0, yeR, (8)

spetniajgce warunek poczatkowy
u(0,y) = f(y), )

gdzie f jestzadana funkcjg rézniczkowalna.
Rozwigzujgc réwnania charakterystyk

dw_dy
dt 7 dt

2,

z warunkami poczatkowymi z(0) = 0, y(0) = y,, otrzymamy
z=1t, y=2t+yo,

lub po wyrugowaniu ¢,

y =2+ yo.
Réwnanie (4 ) przyjmuje postac
dz _
a
a jego rozwiazanie mozemy zapisa¢ w postaci
z= F(y),

gdzie F' jest dowolng funkcja rézniczkowalng jednej zmiennej.
Zgodnie z wzorem (7 ) catka ogélna réwnania (8 ) ma postac

u(z,y) = F(y — 2x).
Rozwigzanie to winno spetnia¢ warunek poczatkowy (9), czyli
u(0,y) = F(y) = f(y)-
Wynika stad, ze rozwigzaniem problemu (8), (9) jest funkcja
u(z,y) = f(y — 2z).
W szczegélnoddi, jesli f(y) = 1/(1 + y®) to rozwiazaniem tego problemu jest funkcja

1

u(z,y) = m




# PRZYKLAD

Przyktad 2:

Znalez¢ rozwigzanie réwnania
u, +au, =0, x>0, y>0 (a>0), (10)

spetniajgce warunki

u(l': 0) = f($)7 U(O, y) = g(y)7 (11)
gdzie f i g safunkcjamirézniczkowalnymiiponadto f(0) = g(0).
Zgodnie z poprzednimi rozwazaniami catka ogélna réwnania ( 10 ) ma postac

w(z,y) = F(y — az),

gdzie F' jest dowolna funkcja rézniczkowalng jednej zmiennej.

Rozwazmy zbiory D; = {(z,y) €R*:2>0, 0 <y < az} oraz Dy = {(z,y) €R*: 2> 0, y > az}.
Zauwazmy, ze w zbiorze D; rozwiazanie réwnania (10 ) winno spetnia¢ warunek u(z,0) = f(z), za$w zbiorze D,
warunek u(0,y) = g(y). W pierwszym przypadku F(—az) = f(z), czyli F(t) = f(—t/a), za$w drugim

F(y) = g(y)-
Wynika stad, ze rozwigzaniem problemu (10), (11) jest funkcja

y o
_ g $1 > <y< . (12)
u(m,y)—{f(x a)’ jesi >0, 0<y<az;

g(y—azx), jesi >0, y> az.
# PRZYKLAD

Przyktad 3:

Znalez¢ rozwigzanie réwnania
u, +3u, =0, >0, y>0, (13)

spetniajgce warunki

u(z,0) =cosz, dla z>0, (14)
u(0,y) =2y+1, dla y>0

Nietrudno sprawdzi¢, ze catka ogdlna réwnania wyjsciowego ma postac
u(z,y) = F(y — 3z),

zas rozwigzanie spetniajgce zadane warunki poczatkowo-brzegowe ma postac

ulz, ) = { cos(x—%), jesli >0, 0 < y < 3z,
2(y—3z)+1, jesli >0, y> 3z

Opisang tu metode mozemy stosowac réwniez w przypadku, gdy wspétczynniki a, b, ¢ sg funkcjami zmiennych = i y.



# PRZYKLAD

Przyktad 4:

Znalez¢ rozwigzanie réwnania
Uy + Yu, = Au, x,y €ER,

spetniajgce warunek poczatkowy

U(O, y) = f(y)7
gdzie f jestfunkcja rézniczkowalna.
Rozwigzujgc réwnania charakterystyk
dz dy
— = ]_ — =
a0 a P

z warunkami poczatkowymi z(0) = 0, y(0) =y, otrzymamy
r=t, y=ye".

Zauwazmy, ze rodzina krzywych z=1%, y=yee!, ¥y, € R, pokrywa cata przestrzen R?, naktérej szukamy
rozwigzania.
Réwnanie (4 ) przyjmuje tym razem postac

dz

— =z

dt
Rozwigzujgc to réwnanie otrzymamy

z= Ke.

Poniewaz stata K jest dobrana dla charakterystyki yo = ye=* wmiejsce K mozemy wstawi¢ F(y,), czyli
= F(yO)e)\t7

gdzie F' jest dowolng funkcja rézniczkowalna.
Zgodnie z poprzednimi razwazaniami funkcja

u(z,y) = F(ye”” ) er

jest rozwigzaniem réwnania wyjsciowego.
Uwzgledniajac warunek poczatkowy mamy

Zatem szukane rozwigzanie ma postac



# PRZYKLAD

Przyktad 5:

Znalez¢ rozwigzanie réwnania
Uy +u2uy =0, z,yeR,

spetniajgce warunki

U(O, y) = \/57 dla y>0,
0 dla z > 0.

Réwnania charakterystyk majg postac

o dy L, dz
dte 7 dt 7 dt

d
Z réwnania d_j =0 wynika, ze funkgja z = u(x(t), y(t)) jest stata wzdtuz charakterystyk.

Wykorzystujac ten fakt, mozemy w drugim réwnaniu potraktowaé z jako stata.
Po rozwigzaniu réwnan charakterystyk z warunkami poczatkowymi z(0) = 0, y(0) = y,, otrzymamy

z=t y=2t+y, z=F(y)
Eliminujgc z dwéch pierwszych réwnan ¢ otrzymamy
Y=y - 2z,

a wstawiajac - podobnie jak poprzednio w réwnosci z = F(y,) w miejsce z funkcje u, aw miejsce y, wyznaczong
powyzej zalezno$¢, otrzymamy rozwigzanie réwnania wyjsciowego w postaci uwiktanej

u= F(y— zu?).
Wykorzystujac warunek poczatkowy otrzymamy
u(0,y) = F(y) = /7.
Zatem rozwiazanie naszego problemu mozemy zapisa¢ w postaci uwiktanej

u=,/y—zuw? da y—azu’®>0

Wyznaczajac z ostatniego réwnania w mamy

uz\/ y , dla >0, y>0.

1+

Zauwazmy, ze tak otrzymana funkcja u spetna rowniez drugi z zadanych warunkéw, bowiem u(z,0) = /0 = 0.



# PRZYKLAD

Przyktad 6:

Rozwazmy teraz liniowe réwnanie rézniczkowe czastkowe pierwszego rzedu o statych wspétczynnikach
au, +bu, +cu, =a, (z,y,2) €V CR.

Jak poprzednio szukamy rozwiazania wzdtuz krzywej I' C V' danej réwnaniami
z=uz(t), y=yt), =z=2(t tel
Zatézmy, ze krzywa I' jest tak dobrana, ze

de_ ody o odz
dt 0 dt -

Rozwiazujac ostatni uktad réwnan z warunkami poczatkowymi: z(0) =0, y(0) =1y, 2(0) =z, otrzymamy
x=at, y=>bt+y,, z=ct+ 2,

lub po wyrugowaniu parametru ¢ réwnanie krawedziowe krzywej IT':
c
y——xz=yp, 22— —T=2z.
a a

(Jesli uzyskana rodzina krzywych nie pokrywa obszaru V', nalezy wzbogaci¢ warunki poczatkowe).
Zauwazmy, ze wzdtuz krzywej T' rozwiazanie réwnania przyjmuje wartos¢ v(t) = u(z(t), y(t), 2(t)), przy czym
zgodnie z réwnaniem wyj$ciowym

dv

a—a
Stad
v=at+ K.

Poniewaz stata K jest dobrana do krzywej T', mozemy fakt ten wyrazi¢ formuty K = F(yq, 29), gdzie F jest
dowolng rézniczkowalng funkcjg dwéch zmiennych, czyli

v=at+ F(yg, 2)-

Wracajac do zmiennych wyjéciowych i pamigtajac, ze t = x/a mamy

a b c
u(z,y,z) = Ex—i— F(y— it Ex)

Nietrudno sprawdzi¢, ze tak okreslona funkcja jest rozwigzaniem réwnania wyjsciowego.

Metoda charakterystyk dla rownan liniowych
pierwszego rzedu

Modut ten poswiecony jest rozwigzywaniu réwnan czastkowych liniowych rzedu pierwszego kiedy wspétczynniki sg funkcjami,
a szukana funkgcja zalezy od dwdch zmiennych.
Rozwazmy liniowe réwnanie rézniczkowe czastkowe pierwszego rzedu

a(z, y)u, + b(z, y)u, + c(z,y)u = f(z,y), (15)



gdzie a, b, ¢, f safunkcjamiciagtymiw obszarze D C R%. Zatézmy ponadto, ze funkcje a i b nie zeruja sie
réwnoczesnie w zadnym punkcie zbioru D.
Celem znalezienia rozwigzan réwnania ( 15 ) dokonajmy zmiany zmiennych

f = 5(1:7 y)7 n= 77(% y)7 ($7 y) €D (16)

tak dobranej, aby po zmianie zmiennych w réwnaniu ( 15 ) wyrugowac jedng z pochodnych czgstkowych.
Zatézmy chwilowo, ze taka zmiana zmiennych istnieje i ponadto, ze z réwnan ( 16 ) mozemy lokalnie wyznaczy¢ = i y jako
funkcje zmiennych £ i 7, czyli

L= il?(f, 77)7 y= y(f: 77)7 (17)

przy czym tak okreslone funkcje x i y posiadaja pochodne czgstkowe wzgledem & i 7.
Potézmy

w(én) = u(z(& ), y(&m).
Wracajac do zmiennych wyjsciowych = i y otrzymamy
u(z,y) = w(é(z,y),n(z,y))-
Stad
Uy = We&y + WyNy, Uy = We&y + wymy,.
Podstawiajac ostatnie zwigzki do réwnania ( 15 ) otrzymamy
(a&, + b&,)we + (an, + by, )w, + cw = f.

Zauwazmy, ze postawiony cel osiggniemy, jesli funkcje 77 dobierzemy tak, aby

an, + bny = 07 (18)
lub funkcje & tak aby
aé; +b&, = 0.
Niech n bedzie rozwigzaniem réwnanie (18).
Potézmy
n(z, y) = K,
gdzie K jest dowolna stata.
Oczywiscie dn =10, czyli
Ngdx + n,dy = 0. (19)
Jesli m, # 0, zwarunkdéw (18), (19) wynika, ze
dy _b (20)
dz o’

Réwnanie (20) nazywamy réwnaniem charakterystyk réwnania (15 ). Rodzing krzywych v(z,y) = K, bedaca rozwigzaniem
ogd6lnym réwnania ( 20 ) nazywamy rodzing charakterystyk réwnania (15 ).

Niech ¢(z,y) = K bedzie rozwigzaniem ogélnym réwnania (20 ).

Ktadac

521:7 7721/’($7y)7

réwnanie ( 15 ) sprowadzimy do réwnania

a(é, mwe +&(&mw = f(&n) (21)

gdzie

a(¢,m) = a(z(&n), y(&m) = al(§ y(&n),
(&n) = c(z(&n), y(& ) =c(& y(&n),
F&mn) = f(=&n), y&n) = f(& y&mn).

Zauwazmy, ze zalezno$¢ (21) mozemy traktowac jako réwnanie rézniczkowe zwyczajne wzgledem zmiennej &, zalezne od

™

parametru 7. Niech w = w({,n) bedzie rozwiazaniem tego réwnania. Potézmy



’U,(:B, y) = w(f(x, y)ﬂ?(% y))7 ($7 y) eD.

Nietrudno sprawdzi¢, ze tak okreslona funkcja u jest rozwigzaniem réwnania (15).
Zauwazmy jeszcze, ze réwnania charakterystyk ( 20 ) mozemy zapisac¢ w postaci uktadu réwnan

T, W, &
# PRZYKLAD
Przyktad 7:
Rozwigzac réwnanie
u, + 2zyu, =u, (z,y) €R? (23)
z warunkiem poczatkowym
u(0,y) =3%, yeR (24)
Rozwigzujac réwnanie charakterystyk
;l—z = 2ay,
otrzymamy
y=Ce" lub ye ™ =C
Ktadac
E=z, n=ye”,
mamy
Uy = Wg — 2xye””2 Wy, Uy = e wy,
a po podstawieniu do réwnia wyjsciowego
We = W.
Rozwiazujac ostatnie réwnanie dostajemy
w = Kef.

Poniewaz stata K moze zaleze¢od 7, przyjmijmy K = F(n), gdzie F jest dowolna funkcja rézniczkowalng jednej
zmiennej.
Zatem

Zgodnie z poprzednimi uwagami funkcja

jest rozwigzaniem réwnania (23 ).
Uwzgledniajac warunek poczatkowy (24 ) mamy

u(0,y) = F(y) = y*.
Zatem rozwiazaniem problemu (23), (24 ) jest funkcja

3

2 2
’U,(CB, y) =y 673w et = y36w73w i




# PRZYKLAD

Przyktad 8:

Rozwigzac réwnanie

zu, + 22y, —u = z’e’. (25)
Rozwigzujgc réwnanie charakterystyk
dy
— =2z
dz

otrzymamy y =22 + C.
Zmiana zmiennych

E=wm, G=p—c

prowadzi do réwnania
1
we — zw = £ef.

Rozwigzujgc to réwnanie otrzymamy
w = Eet + EF(n),

gdzie F' jest dowolng funkcja rézniczkowalng jednej zmiennej. Wracajac do zmiennych wyjéciowych znajdziemy catke
0g6lng réwnania ( 25):

u(z,y) = ze® + zF(y — z?).

2

Zatézmy teraz, ze szukamy rozwigzania réwnania ( 25 ), ktére na krzywej y = x* przyjmuje warto$¢ sinz, czyli

u(z, z?) = ze® + zF(0) = sinz.
Oznacza to, ze musimy znalez¢ takg statg C aby
ze® + xC = sin x.

Poniewaz jest to niemozliwe, postawiony problem nie posiada rozwigzania.

Zatézmy z kolei, ze szukamy rozwigzania réwnania ( 25 ), ktére na krzywej y = z2

przyjmuje warto$¢ ze® — 4z, czyli
u(z, z?) = ze® + zF(0) = ze® — 4z.

Wynika stad, ze F(0) = —4. Zatozony warunek jest wigc spetniony, jesli F' jest dowolng funkgja rézniczkowalng takg, ze
F(0) = —4. Oznacza to, ze problem ten posiada nieskoficzenie wiele rozwiazan.

Zatézmy wrescie, ze szukamy rozwigzania réwnania (25 ), ktére na krzywej y = 22+

przyjmuje warto$¢ cosz, czyli

u(z,z? + z) = ze® + zF(z) = cos .

Zauwazmy, ze warunek ten zachodzi, jesli F(z) = %cos z—e”.
Zatem szukane rozwigzanie ma postac

T

= cos(y — a?) — zev 2",

u(z,y) = ze® +

2 jest charakterystyka, natomiast krzywa y = x2 + z nie jest charakterystyka

Warto odnotowa¢, ze krzywa y =
réownania (25).
Z tym faktem - jak zobaczymy pdzniej zwigzana jest kwestia jednoznacznosci lub niejednoznacznosci rozwigzan problemu

poczatkowego.



Metoda charakterystyk dla rownan liniowych o n-
zmiennych niezaleznych

Rozwazmy najpierw liniowe jednorodne réwnanie rézniczkowe czastkowe 1 -go rzedu o m -zmiennych niezaleznych

Ou Ou Ou 26
al(xlr":xn)—+a2($17"'7$n)—+"'+an($17"'7$n) :07 ( )

Oz Oz, ox,,

gdzie ay,...,a, safunkcjamiklasy C' okreélonymiw zbiorze 2 C R".
Rozwazmy ponadto uktad réwnan

o z,) (27)
dt 1 1y 9+++y ¥n)y

de,,

7 =a,(z1,y ..., Tn),

zwany uktadem réwnan charakterystyk dla réwnania Metoda charakterystyk dla réownan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 1

).

Definicja 1:

Funkcje u = u(x,...,z,) klasy C' wzbiorze Q nazywamy catka pierwsza uktadu réwnan Metoda charakterystyk dla
réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 2 ) jezeli dla dowolnego rozwigzania
T =x1(t), ..., T, =x,(t), tel,

uktadu réwnan Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-(2 ) mamy
u(zy(t),...,,(t)) = const dla tel,

tzn. funkcja u jest stata wzdtuz dowolnego rozwiazania uktadu réwnan Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-
zmiennych niezaleznych-(2).

Bezposrednim rachunkiem nietrudno sprawdzi¢ iz zachodzi nastepujaca uwaga:

UWAGA

Uwaga 1:

Niech f : R — R bedzie funkcjaklasy C', a u catka pierwsza uktadu Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o
n-zmiennych niezaleznych-(2).

Wéwczas funkga v = f(u(zy,...,2,)) jest réwniez cata pierwsza uktadu (2).

Podobnie, jesli Funkcje uq,...,u; sacatkamipierwszymiutadu(2)a F: R¥ — R jest funkcja klasy C', to funkgja
v="F(u(z1,...,%,),-. -, u(@1,...,2,)) jest réwniez catka pierwsza uktadu Metoda charakterystyk dla réwnan
liniowych o n-zmiennych niezaleznych-(2)

Twierdzenie 1:



ZALOZENIA:
Funkga uw: Q — R jestklasy C*.
TEZA:

Funkcja u jest rozwigzaniem réwnania Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 1)
wtedy i tylko wtedy gdy jest catka pierwsza uktadu réwnan Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych
niezaleznych-(2).

DOWOD:

Warunek wystarczajacy. Niech u bedzie catka pierwsza uktadu réwnan Metoda charakterystyk dla réownan liniowych o n-
zmiennych niezaleznych-(2 ). Niech 2= (.’/ovl, ey .’/ovn) € 0.
Niech z(t) = (xl ®),..., xn(t)), gdzie t € I, bedzie rozwigzaniem uktadu réwnan Metoda charakterystyk dla réwnan

liniowych o n-zmiennych niezaleznych-(2 ) przechodzacym w chwili ¢, przez punkt %, tzn. z(ty) = z.
Poniewaz u jest catka pierwsza uktadu Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-(2 ) wiec

u(z;(t),...,2,(t)) = const dla tel.

Roézniczkujac ostatniag rownosé wzgledem zmiennej ¢ dostajemy

ou

2

ou
ox,,

(z1(t), ..., 2, (1) 2 (t) + ...+ (z1(t),...,2,(t)) 2 (t) =0, tel.

W szczegélnodcidla t = ¢, mamy

8 o o
O @)+ ...+ 2

de, ot (z)a,(z) =0,

€O 0znacza, ze funcja u spetnia rownanie Metoda charakterystyk dla rownan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-(1) w
punkcie z.

Poniewaz jest dowolnym punktem zbioru €2, wiec funkcja w jest rozwigzaniem réwnania Metoda charakterystyk dla
réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-(1)w €.

Warunek konieczny. Niech u = u(zy,...,z,) bedzie rozwigzaniem réwnania Metoda charakterystyk dla réwnan
liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 1), a uktad funkgji @y = =1 (¢), ..., @, =z,(t), t€ I, rozwiazaniem uktadu
réwnan Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-(2).

Oczywiscie

ou
8$i

r a2 (t), .., @, (2) (z1(t),...,2,(t)) =0 dla tel

Poniewaz

T(t) =a;(z1(t),...,2,(t)  i=1,...,n,

powyzsze rownanie mozemy zapisa¢ w postaci

(O g (@10 2a(0) = 0,
czyli
d
au((xl (t)7 0009 xn(t)) =0

W konsekwencji

u(z;(t),...,,(t)) = const dla tel,
co oznacza, ze u jest catky pierwszg uktadu réwnan Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych
niezaleznych-(2).



Definicja 2:

Funkcje uy, ..., u, € C1(2) m < n, nazywamy funkcyjnie niezaleznymi w zbiorze (2

jeslidla dowolnego = = (zy,...,x,) € Q rzad macierzy

8U1 8U1
Ou,y, Ou,y,

wynosi m.
W szczegélnosci, jesli ™ = n oznacza to, ze wyznacznik z powyzszej macierzy jest rézny od zera.

Zauwazmy, ze jesli uq,...,u,, safunkcyjnie niezalezne w zbiorze ) to dla dowolnego z € 2 réwnosé
ALty (l‘) +oeeet ’\mum(x) =0

zachodzi tylko wéwczas, gdy Ay =--- =\, = 0.

Przypomnijmy, ze punkt € nazywamy punktem réwnowagi (lub stacjonarnym) uktadu Metoda charakterystyk dla réwnan
liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 2 ), jesli prawe strony tego uktadu zeruja sie w tym punkcie, czyli

(%) = ay(2) = - = a,(z) = 0.

Twierdzenie 2:
ZALOZENIA:

Niech z= (%1, ceey %n) € Q) bedzie dowolnym punktem réwwagi uktadu Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o
n-zmiennych niezaleznych-(2).

TEZA:

Wtedy istnieje n — 1 funkcyjnie niezaleznych catek pierwszych wu,,...,u,_; tego uktadu.Ponadto, jesli u jest catka
pierwszg uktadu Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 2 ) w tym otoczeniu, to

w(zy,...,T,) :F(ul(xl,...,xn),...,un,l(xl,...,xn)), (28)

gdzie F jest funkcjg klasy CT.

Dowdd tego twierdzenia zostat przedstawiony w module "Catki pierwsze" (patrz twierdzenie 1).


http://epodreczniki.open.agh.edu.pl/tiki-index.php?page=Ca?ki pierwsze#tw1m59

=| PODSUMOWANIE

Podsumowanie 1:

Z twierdzenia 2 wynika, ze dowolne rozwigzanie réwnania Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych
niezaleznych-( 1) ma posta¢ Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 3 ). Aby zatem
znalez¢ catke ogdblng rownania Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 1) wystarczy
znalez¢ n — 1 funkcyjnie niezaleznych catek pierwszych uktadu réwnan charakterystyk Metoda charakterystyk dla rownan
liniowych o n-zmiennych niezaleznych-(2).

“0- UWAGA

Uwaga 2:

Zauwazmy, ze uktad réwnan Metoda charakterystyk dla rownan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 2 ) mozemy zapisaé

w postaci:
dr; dz, (29)

ay ap
aponadto dladowolnych Ay,..., A, €R, pyy...,u, €R,

d(/\lxl qpoooo: /\nxn) B d(,ulxl + - --+,unxn)

/\1a1+"'+/\nan H10y + e ppay

# PRZYKLAD

Przyktad 9:

Znalez¢ catke ogdlng réwnania
zu, +yu, + 22u, = 0.

Uktad rownan charakterystyk mozemy zapisa¢ w postaci:

de. _dy dz

Rozwigzujgc réwnania:

Yy’ T 22’
otrzymujemy:
= =0y, zer = C,.
tatwo sprawdzi¢, ze funkcje:
P = %7 Py = mé

s liniowo niezaleznymi catkami pierwszymi uktadu rownan charakterystyk, a zatem szukana catka ogélna ma postac

1
u = F(%, zrez ),
gdzie F' jest dowolna funkcja rézniczkowlng dwéch zmiennych.



Rozwazmy teraz réwnanie niejednorodne

u ou (30)
al(l'l)“')xn)u)— + "'+an($17“'7$n7u)— = f(xlr")xn)u))
0x; ox,,
gdzie ay,...,a, safunkcjamiklasy C' okreslonymiw zbiorze Q C R™.
Szukamy rozwigzania w postaci uwiktanej
V(zi,...,z,,u) =0, (31)

gdzie V jest funkcja posiadajaca ciggte pochodne czastkowe w pewnym otoczeniu punktu w= (aovl, ey aovn, ﬁ)

ov
Zatoézmy, ze 8—(100) # 0. Ztwierdzenia o pochodnej funkgji uwiktanej w otoczeniu punktu w otrzymamy
7

Ou ov oV .
= — —_— i=1,...,n

dz; Oz ou’

Podstawiajac ostatnie wielkosci do réwnania Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-(5)
otrzymamy réwnanie liniowe jednorodne

al(xlr . -,%7“)‘/;1 +eee an(xlr . '7$n7u)v;n + f(xlr . '7$n7u)% = 07 (32)
Réwnania charakterystyk réownania Metoda charakterystyk dla rownan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 7 ) majg postac:

dz; dz, du (33)

(11(1151, "'7$n7u) an(l'l)“')xn)u) f(xlr")xn)u).

Niech y,...,%, bedafunkcyjnie niezaleznymi catkami pierwszymi uktadu réwnan Metoda charakterystyk dla réwnan
liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 8 ). Zgodnie z wzorem Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych
niezaleznych-( 3) catka ogdlna réwnania Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 7)) ma postac

V:F(’(/"l)"')’(/"n))

gdzie F' jest dowolna funkcja posiadajaca ciagte pochodne czastkowe.
Stad i Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 6 ) wynika, ze catkg ogélna réwnania Metoda
charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 5) ma postac

F(’(/"l))’(/"n):o (34)



# PRZYKLAD

Przyktad 10:

Znalez¢ catke ogdlng rownania

u, +yu, + 22u, = ud.

Réwnanie charakterystyk mozemy zapisa¢ w postaci:

dx

1 y 22 48

dy _dz_du

Rozwigzujgc réwnania:

otrzymamy:
1
lny—xzcl, _+$:Cz,
z
tatwo sprawdzi¢, ze funkcje:

1
P =lny—z, 1/’2:;"‘%

s liniowo niezaleznymi catkami pierwszymi uktadu réwnan charakterystyk.
Zatem szukana catka ogélna ma postacé:

F(lny—x, %—i—x, u—12—|—2x):0,

gdzie F' jest dowolng funkcja rézniczkowalng trzech zmiennych.

Metoda charakterystyk dla prawie-liniowego
rownania rozniczkowego czastkowego pierwszego
rzedu

Rozwazmy prawie-liniowe réwnanie rézniczkowe czgstkowe pierwszego rzedu

a($7 y? u)uw + b($7 y? u)uy = c($7 y? u)? ($7 y) e D7

gdzie a,, b, c safunkcjamiklasy C' wzbiorze Q C R3. Niech D = {(z,y) : (z,y, 2) € Q dla pewnego z € R}.

Zaktadamy ponadto, ze funkcje a, b nie zeruja sie réwnoczesnie w zadnym punkcie obszaru ).

Przypomnijmy, ze rozwiazaniem réwnania ( 35) w zbiorze D nazywamy funkcje u € C! (D), spetniajaca dla kazdego
(z,y) € D réwnanie (35).

Rodzine wszystkich rozwigzan réwnania ( 35 ) nazywamy catka ogolng tego rownania.

Jedli funkcja u jest rozwigzaniem réwnania (35) w zbiorze D, to powierzchnia S danawzorem z = u(z,y),
nazywa sie powierzchnig catkowg lub wykresem rozwigzania réwnania ( 35 ).

Zauwazmy, ze dla dowolnego punktu Py = (zg, yo, 29) € S wektor

(2o, Y0) = (uz (20, %0), uy(20,%0), —1)
jest prostopadty do powierzchni S w punkcie FP,.

Poniewaz u jest rozwigzaniem réwnania ( 35 ), zatem
a(Py)ug (o, Yo) + b(Po)uy (9, o) — c(Pp) =0,

co oznacza, ze wektor (a(Py), b(Py), c(Py)) jest prostopadty do wektora 7i(zy,yp), azatem jest styczny do wykresu
rozwigzania u w punkcie Fj.

(z,y) €

(35)

D

(36)



Rozwazmy uktad réwnan

dy

AR

dt ($7 y7 z)?
% e(en2)

Krzywe, ktére s rozwigzaniami uktadu (37 ), nazywami charakterystykami réwnania (35 ), a same réwnania (37 ), réwnaniami

charakterystyk.
Pokazemy, ze jesli dane jest rozwigzanie w réwnania (35) okreslone w zbiorze D, to przez dowolny punkt powierzchni
catkowej S danejwzorem z=u(z,y), (x,y) € D, przechodzi doktadnie jedna charakterystyka.

Na odwrét, majac dang rodzine charakterystyk, mozemy za ich pomocg skonstruowac rozwigzanie réwnania.

Uwaga 3:

Zat6zmy, ze przez dowolny punkt powierzchni S klasy C! danejréwnaniem z = u(z,y), (z,y) € D, przechodzi
rozwigzanie uktadu réwnan (37 ) catkowicie lezace na S. Wéwczas funkcja u jest rozwigzaniem réwnania (35 ) w zbiorze

D.

Istotnie, zgodnie z przyjetym zatozeniem, przez dowolny punkt P = (z,y, u(z,y)) powierzchni S, przechodzi
rozwiazanie uktadu réwnan (37) lezace na S. Oczywiécie wektor w(P), styczny do tego rozwiazania w punkcie P,
lezy na ptaszczyznie stycznej do powierzchni S w punkcie P, azatem jest prostopadty do wektora

?L(l': y) = (uw(xy y)7 uy(xy y)7 _1)‘
Zgodnie z réwnaniami (37 )
w(P) = (a(x, y,u(z,y)),b(z, v, u(z,y)), c(z, y, u(z, y)))-
Oczywiscie iloczyn skalarny wektoréw 7i(z,y) i w(P) jest réwny zeruy, czyli
a(z, y, u(z, y))u, (z,y) + b(z, y, u(z, y))u, (z,y) — c(z, y, u(z, y)) = 0.
Poniewaz ostatnia réwnos¢ zachodzi dla dowolnego (z,y) € D, oznaczato,ze wu jest rozwigzaniem réwnania (35) w
zbiorze D.



Uwaga 4:

Zatézmy, ze funkcja z = u(z,y), (z,y) € D, jest rozwigzaniem réwnania (35). Niech S bedzie powierzchnia catkowa
odpowiadajgcg temu rozwigzaniu. Niech 7y bedzie charakterystyka réwnania (35 ) przechodzaca przez punkt
(z9,Yo, 20) € S. Woéwezas krzywa v lezy catkowicie na powierzchni S.

Istotnie, niech (t) = (z(t), y(t), 2(t)), t € I, bedzie rozwiazaniem uktadu réwnan zwyczajnych (37) z warunkami
poczatkowymi z(ty) = zg, y(to) = Yo, 2(tg) = 2o. Rozwazmy funkcje U : I — R dana wzorem

U(t) = 2(t) — u(=(t), y(t))-

Oczywiscie U(ty) =0, bowiem zy = u(xg,yy). Rézniczkujac funkcie U wzgledem ¢ iuwzgledniajac fakt, ze v jest
rozwigzaniem uktadu (37 ) otrzymamy

U'(t) =2 () — ue (2(t), y(1)) 2 (£) — w, (2(2), y(£))y' (t) = c(2(8), y(8), 2(t)) - (38)
T t): y(t))a(x(t), y(t)7 Z(t)) — Uy (l‘(t), y(t))b(x(t), y(t)7 Z(t))

Poniewaz z(t) = U(t) + u ), wiecz (38) mamy

)

U'(t) =c(a(8), y(), U®) + u(a(t), y(®)) ) - (39)
)a(2(8), (1), U(E) + u(a(®), y(2)) ) -

)b((8), y(), U(®) + u(z(), y(1))).

Uy (x
U, (x

(t)7 y(t)
y (t)7 y(t)
Jest to wzgledem U rdéwnanie rézniczkowe zwyczajne.
Poniewaz prawa strona tego réwnania jest klasy C! (wzgledem zmiennej ¢ ) - zgodnie z teoria réwnan rézniczkowych
zwyczajnych - dla zadanego warunku poczatkowego istnieje doktadnie jedno rozwigzanie.
Stad iz faktu, ze u jest rozwigzaniem réwnania (35 ) wynika, ze funkcja U = 0 jest jedynym rozwigzaniem réwnania ( 39
) spetniajacym warunek poczatkowy U(ty) = 0.
Zatem U(t) = z(t) — u(z(t),y(t)) = 0 dla t € I, cooznacza, ze wykres krzywej v lezy catkowicie na powierzchni S
i koficzy to dowdd uwagi 4.

Uwaga 5:

Majac dang krzywa v: I — R® zadana réwnaniami
(s) = (m(s),12(5),73(8)), (40)

bedziemy szukac takiego rozwigzania w réwnania (35), aby jego wykres zawierat krzywa -y, to znaczy, aby zachodzit
warunek

Y3(s) = U(71(5)772(5)) dla sel. (41)

Ponadto okreslimy dla jakich krzywych ~y problem (35), (41) bedzie miat doktadnie jedno rozwigzanie, a kiedy
nieskonczenie wiele rozwigzan.

Twierdzenie 3:



ZALOZENIA:

Niech v:I — R? bedzie funkcjaklasy C' iniech s, € I. Zatézmy, ze wspétczynniki a, b, ¢ réwnania (35) sa klasy
C' w pewnym otoczeniu punktu Py = (g, Yo, 20) = (11(80),72(50),73(s0)) i ponadto

¥ (50) ¥4 (0) 20, (42)

a(z9,Y0,2) b0, Yo, 20)

TEZA:
Réwnanie (35) posiada doktadnie jedno rozwiazanie w pewnym otoczeniu D punktu (zg,yy), ktére spetnia warunek (
41)

w pewnym stosownie dobranym otoczeniu punktu s;.
DOWOD:

Poniewaz funkcje a, b, ¢ saklasy C' wotoczeniu punktu P,, wiecistnieje otoczenie J = (sy — 4,59+ d) C I
punktu s, takie, ze dla dowolnego € J uktad (37) z warunkami poczatkowymi

2(0) =m(s), (0) =72(s), 2(0) =s(s)

posiada doktadnie jedno rozwigzanie. Oznacza to, ze przez kazdy punkt ~(s), dla s € I, przechodzi doktadnie jedno
rozwiazanie uktadu (37 ), ktére mozemy zapisa¢ w postaci:

J:(t) = X(57 t): y(t) = Y(57 t): Z(t) = Z(57 t)' (43)

Z teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych i przyjetych zatozen wynika, ze funkcje X, Y, Z wpewnym otoczeniu A
punktu (sg,0) € R? posiadajj ciagte pochodne czastkowe wzgledem obu zmiennych. Zauwazmy jeszcze, ze w otoczeniu
tym funkcje X, Y, Z spetniajg réwnania:

X, =a(X,Y,2), Y,=b(X,Y,Z2), Z =cX)Y,2). (44)
oraz warunki poczatkowe:
X(57 0) =N (5)7 Y(57 0) = 72(5)7 Z(57 0) = 73(5)' (45)

(W szczegdlnosci X(sg,0) = zy, Y(sg,0) = yo, Z(89,0) = 2)-
Na mocy powyzszych obserwagji, zaleznosci (45 ) i (44) oraz wyboru punktu (g, yg, 29) mamy

X, (80,0) = 7{(50)7 Y, (s,0) = 75(50)
oraz
X:(80,0) = a(zo,Y0,20), Yi(50,0) = b(zg,Y0, 20)-
Wykorzystujac ostatnie réwnosci, warunek (42 ) mozemy zapisa¢ w postaci

Xs (5070) Y (5070) 7& 0 (46)
Xt(507 0) Yt(507 0) .

ktéra méwi, ze dla odwzorowania A 3 (s,t) — (X(s,t),Y(s,t)) spetnione s zatozenia twierdzenia o funkgji
odwrotnej. Istnieja zatem otoczenie V' punktu (xy,y,) orazfunkcje S, T: V — R klasy C! takie, ze

z=X(8(z,9),T(z,9), y=Y(S(z,9),T(zy) (47)
oraz
5=8(X(s,t),Y(s,t)), t=T(X(s,t),Y(s,t)). (48)
W szczeg6lnosci
S(zg,y0) = 0, T(xg,y9) = 0. (49)

Bez utraty ogé6lnosci rozwazan (dobierajac stosownie zbiory A i V' ) mozna przyja¢, ze odwzorowanie (X, Y)
przeksztatca zbior A na V, aodwzorowanie (S, T) zbiér V na A, przy czym - zgodnie z (49) - punktowi (sg,0)
odpowiada punkt (zg, yo)-

Rozwazmy funkcje u: €2 — R dang wzorem



u(z,y) = Z(S(x,y), T(z,y)), (50)

gdzie Z jest funkcjg okreslong w zbiorze A wzorami (43).
Pokazemy, ze tak okreslona funkcja u jest szukanym rozwigzaniem réwnania (35 ) w zbiorze V.
Roézniczkujac rownosc ( 50 ) wzgledem zmiennych « i y otrzymamy

u, = 7,8, + Z;T,, u, = Z,8, + Z,T,. (51)
Nastepnie rézniczkujgc réwnosci (47 ) wzgledem zmiennych x i y otrzymamy

1=X,S, + X,T,, 0=X,S,+X,T,
0=Y,S, +YT,, 1=Y,5,+YT,

skad nietrudno wyliczy¢, ze

Y, X
Tw = 737 Ty = 737
Y. X — YV X, XY, — XiYs
Y,
[ R— S, =——2*t
T XY -XY, ' XY,-XY,
Wykorzystujac zwigzki (44 ), (50) i (51) oraz ostatnie rownosci otrzymamy

a(z, y,w)u, +b(z,y,w)u, = X;(Z,S, + ZT,) + Y (Z,S, + ZT,) =
\ X( Z5Y, 2 Y, ) ( Zs Xy Z X )
n =
XY, -XY, Y.X,-YX, XY, - XY, XY, - XY
Z(X Y- XY)  Z(XY—XY,)
XY, — X; Y, XY, — X; Y,

= Zt = C($7y7u)7

co oznacza, ze funkcja u jest rozwigzaniem réwnania (35) w zbiorze V.
Korzystajac nastepnie z (45), (50) i (48) otrzymamy

U(’)’l (5)7 72(5)) = u(X(57 0)7 Y(57 0)) = Z(S(X(57 0)7 Y(57 0))7 T(X(57 0)7 Y(57 0))) = Z(57 0) = 73(5)7

co oznacza. ze rozwigzanie u spetnia warunek (41) w pewnym otoczeniu punktu s;.

Pozostaje sprawdzi¢, ze rozwigzanie to jest okreslone jednoznacznie.

Niech v bedzie dowolnym rozwigzaniem réwnania ( 35) zawierajgcym krzywa . Na mocy uwagi 2 charakterystyka
réwnania (35 ) przechodzaca przez dowolny punkt krzywej v lezy catkowicie na powierzchni catkowej z = v(z,y).
W szczegélnosci wynika stad, ze powierzchnia

xZX(Sft): y:Y(57t)7 Z:Z(S,t), (57t) €A,
czyli zgodnie z ( 50 ) powierzchnia z = u(z,y) = Z(S(z,y), T(z,y)), lezy catkowicie na powierzchni catkowej
z=wv(z,y) cooznacza, ze lokalnie rozwigzania u i v pokrywaja sig. Dowdd twierdzenia 1 zostat zakonczony.

Rozpatrzmy teraz przypadek

Y (s) (s _o (52)
a(P) b(P) ’
da seJ, P= (X(57 0)7Y(57 0)7Z(57 0)) = (71(5)772(5)773(5))‘
Warunek (52 ) mozemy zapisa¢ w postaci
71 (s) = Aa(P), 7;(s) = Ab(P). (53)
Po zrézniczkowanie (41) wzgledem s otrzymamy
Y5(8) = Uz (11(5), 12(8)) 7 (8) + 2y (1), 12(5)) 75 (s) (54)

natomiast z (35) i (45) wynika natychmiast, ze

c(P) = a(P)u, (11(s), %2(5)) + b(P)uy (71(s), 7 (s)) (55)

Zréwnosci (53), (54) i (55) wynika, ze 74 (s) = Ac(P). Zatem wektory (v} (s), 74(s),74(s)) oraz (a(P), b(P), c(P)),

s € J, sarownolegte, co oznacza, ze 7 jest charakterystyka réwnania (35 ). Zauwazmy, ze w tym przypadku problem (35), (
41) posiada nieskonczenie wiele rozwigzan. Istotnie, niech 4 bedzie krzywa przecinajgca krzywa <. Na mocy twierdzenia 3
istnieje (doktadnie jedno) rozwigzanie réwnania (35 ) zawierajace krzywa 4. Z drugiejstrony v ma wspélny punkt z tym
rozwigzaniem, zatem na mocy uwagi 4, réwniez krzywa < lezy catkowicie na tym rozwigzaniu. Poniewaz takich krzywych 4
moze by¢ nieskoniczenie wiele, wiec otrzymamy nieskoriczenie wiele rozwigzan zawierajacych krzywa 7.



Metoda charakterystyk - przyktady

Na ponizszym przyktadzie przesledzimy rézne sposoby praktycznego wykorzystania metody charakterystyk, ktére umownie
nazwiemy metodg krzywych charakterystycznych, metoda charakterystyk, metodg zmiany zmiennych oraz metoda catek
pierwszych.

Znalez¢ rozwigzanie réwnania

TU, + YUy = U,
przechodzace przez krzywa

r=s y=s+1, 2=2, sck

# PRZYKLAD

Przyktad 11: Metoda krzywych charakterystycznych

Rozwigzujgc réwnanie charakterystyk
dr i dy du u
a0 oa P ow

otrzymamy
z=Ae, y=Be, u=Ce.
Zatézmy, ze charakterystyka przechodzi przez punkt (s,s+ 1,2) dla ¢ = 0. Wynikastad, ze
A=s, B=s+1, C=2.
Zatem réwnania charakterystyk przechodzacych przez zadang krzywa maja postaé
z=se, y=(s+1)e, u=2€.
Eliminujgc z tego uktadu s i t, otrzymamy rozwigzanie problemu (56), (57)

u=2(y—x).

(56)

(57)



# PRZYKLAD

Przyktad 12: Metoda charakterystyk

Rozwigzujac réwnanie charakterystyk
dr - dy
T
z warunkami poczatkowymi z(0) = 1, y(0) = yy, otrzymamy

— — t
Tr=e€, Y =Y€,

a po wyrugowaniu t

Yy _

— = Yo-

x
Rozwigzujac pozostate réwnanie charakterystyk

dz

22—y

a7
otrzymamy

z= Cet,

gdzie stata C zalezy od krzywej y_ Yo. Fakt ten mozemy zapisa¢ w postaci
x

z= F(y0)6t7

gdzie F jest dowolna funkcja klasy C'. Wracajac do zmiennych z i y otrzymamy

U= F(%)x
Uwzgledniajgc zadane warunki mamy
2=F(1+1)s.
Podstawiajagc 7=1+ % otrzymamy
F(r)=2(r-1).

Zatem szukane rozwigzanie problemu (56 ), (57 ) ma posta¢

UIZ(% — 1)z =2(y —=).



# PRZYKLAD

Przyktad 13: Metoda zmiany zmiennych

Rozwigzujgc réwnanie charakterystyk

dy_y
dx x
otrzymamy y = Cz. Zmiana zmiennych
Y
52 T, N=—
T
sprowadza réwnanie wyjsciowe do postaci
dw
— =w
3 i
Rozwigzujac to réwnanie otrzymamy

gdzie F' jest dowolna funkcja rézniczkowalng jednej zmiennej. Wracaja do zmiennych wyjéciowych otrzymamy catke
0g6lng réwnania wyjsciowego

u(z,y) = aF ().

Uwzgledniajac warunek poczatkowy u(s,s+ 1) =2 otrzymamy
_ s+1
2=sF(57).

1 1
Ktadac t = i, czyli s = ——, mamy
s t—1

Zatem F(t) = 2(t — 1). Stad szukane rozwiazanie problemu (56 ), (57 ) ma posta¢

u(z,y) = 2(% — 1)z =2(y —=).



# PRZYKLAD

Przyktad 14: Metoda catek pierwszych
Rozwiazujgc réwnania

otrzymamy rodziny charakterystyk

Y_¢o, -0,
X

U
Poniewaz funkcje ; = E, 1Py = — s3 funkcyjnie niezaleznmi catkami pierwszymi uktadu réwnan charakterystyk
x x

dx_d_y_du

b
43 Y U

zgodnie z wzorem Metoda charakterystyk dla réwnan liniowych o n-zmiennych niezaleznych-( 8 ) catka ogélna réwnania
wyjsciowego ma postac

F(£,2) —o,
r T

gdzie F' jest dowolng rézniczkowalna funkcjg dwéch zmiennych. Zauwazmy, ze wzér na catke ogdlng mozemy formalnie
zapisa¢ w postaci F(C;,C,) =0, gdzie C; =, Cy = 1)5. Abyznalez¢ catke szczegélng przechodzaca przez zadang
krzywa nalezy wyznaczy¢ funkcie F. W tym celu wystarczy wyznaczy¢ zwigzek pomiedzy C; i C,. Mozemy go uzyskaé
rugujac s, x, y oraz u zréwnan

U
EZC’l, —=0Cy, =8, y=s+1, u=2.
T T
Po przeprowadzeniu prostych rachunkéw otrzymamy
02 = 2(01 - 1)
Podstawiajac w miejsce C; i C, stosowne funkcje mamy
v _ 2(2 _ )
T T
Stad otrzymujemy rozwigzanie problemu (56 ), (57)

u=2(y—z).



£} ZADANIE

Zadanie 1:

Tresc¢ zadania:

Znalez¢ rozwigzanie réwnania
U, + UUy, = u?,
ktére nakrzywej y = Inz przyjmuje wartos¢ u =1, tzn. u(z, Inz) = 1.

Rozwigzanie:

Rozwigzujgc réwnanie charakterystyk
dx du , dy
— = ]_7 — =u, — =
dt dt dt
otrzymamy

1

$:t+A, u:m,

y=—-In|C—-t+ B.
Przyjmujac, ze dla t = 0 charakterystyki przechodza przez punkt (s, Ins, 1), mozemy wyznaczyé state
A=s, C=1, B=lns.

Zatem

z=t+s, y=—In|l—¢t +Ins, U=

Eliminujac z tego uktadu ¢t i s otrzymamy szukane rozwiazanie w postaci uwiktanej



£} ZADANIE

Zadanie 2:

Tresc¢ zadania:

Znalez¢ catke ogdlng rownania
(y + Z)uw + yuy, + (CB - y)uz =0.

Rozwigzanie:

Réwnania charakterystyk maja postac:

Rozwiazujgc réwnania:

otrzymujemy

tatwo sprawdzi¢, ze funkcje

s liniowo niezaleznymi catkami pierwszymi uktadu réwnan charakterystyk. Zatem - na mocy twierdzenia 1 i twierdzenia 2 -
catka ogélna réwnania wyjSciowego ma postac:

T+ z

u:F( ’ (x_y)Z_z2>7

gdzie F' jest dowolna funkcja rézniczkowalng dwéch zmiennych.


http://epodreczniki.open.agh.edu.pl/tiki-index.php?page=Metoda charakterystyk dla r�wna? liniowych o n-zmiennych niezale?nych#tw1m5
http://epodreczniki.open.agh.edu.pl/tiki-index.php?page=Metoda charakterystyk dla r�wna? liniowych o n-zmiennych niezale?nych#tw2m5

£} ZADANIE

Zadanie 3:

Tresc¢ zadania:

Znalez¢ rozwigzanie ogélne réwnania
3, — 02
yu, — 4x’u, = yu®.

Rozwigzanie:

W celu znalezienia catek pierwszych uktadu réwnan charakterystyk
de dy  du

y  —dz3 y?
rozwigzmy réwnania
dez  dy dr  du
y  —4da¥’ y o oyu?
Po scatkowaniu otrzymamy
4 2 1
2x +y :Cl7 $+Z:CZ

1
Poniewaz funkcje 1, = 2z* + 42, 1y =+ — sa funkcyjnie niezaleznymi catkami pierwszymi uktadu réwnan
U

charakterystyk, szukane rozwigzanie ogélne ma postac:

1
F(2x4 +y?z+ Z> =0.



£} ZADANIE

Zadanie 4:

Tresc¢ zadania:

Znalez¢ catke og6lng réwnania
?u, + yPuy = (¢ + y)u.

Rozwigzanie:

Réwnania charakterystyk majg postaé
dz dy  du
2 2 (z+yu

Rozwazmy uktad réwnan

de dy dy—z)  du

2 2 -2 (zt+yu
Catka pierwszego réwnania ma posta¢ — — — = (. Zapisujac natomiast drugie réwnanie w postaci réwnowaznej
Yy T

dy—z) du

)

y—z U

zauwazymy tatwo, ze jego catka ma postaé = (5. W konsekwencji szukane rozwigzanie mozemy wyrazi¢ w formie

£} ZADANIE

Zadanie 5:

Tresc¢ zadania:

Znalez¢ rozwigzanie réwnania
(y — 2)u, + (2 — )y, + (z — y)u, = 0.

Rozwigzanie:

Z uktadu rownan chrakterystyk
— =y—2 —y:z—x, —=z—y,
otrzymamy zaleznosci
dr+dy+dz=0, zdx + ydy + zdz = 0,
ktore implikujg natychmiast rodziny catek pierwszych
r+y+z=0Cy, > +y?+ 22 = C,.
Szukana catka ogdlna ma zatem postac

uzF(x—i-y—i-z, x2+y2+z2).
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