Zadaniem jest sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie eliptyczne:

Postepujemy wzorujgc sie na algorytmie. Mamy A(x,y) = 1, B(x,y) =1 (a nie 2 !),
C(x,y) =5.
1. Obliczamy wyr6znik rownania:
A(x,y) = B*(x,y) — 4A(x,y)C(x,y) =4 —20 = —16.

2. Okreslamy typ rownania w zaleznos$ci od wartosci obliczonego wyréznika.
Otrzymalismy, ze wyréznik jest ujemny na catej ptaszczyznie, a wiec trafiamy

w przypadek c) A<O  Oznacza to, ze omawiane réwnanie jest typu
eliptycznego na catej ptaszczyznie.

3. Tworzymy réwnanie charakterystyczne:
2

dy dy
1| 2|—|+5=0.
(¢J * Qm)+
Obliczamy delty rownania charakterystycznego:

§ = B2 —4AC = —16. VA = 4i.

Wyznaczamy pierwiastki rownania charakterystycznego:
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E— — — :1—2[JI
dx/, 2A 2

\ /N B+vE 2+a4i
y + + 41 )
) = = =1+ 2i.

\dx/, 2A 2

Otrzymujemy, ze delta jest ujemna, wiec mamy rownanie eliptyczne. Musimy
rozwigzac jedno rownanie rozniczkowe (drugie ma rozwigzanie sprzezone).

Rozwigzmy go:
d
(%) —1-2
dx 1

Jest to jedno z najprostszych réwnan rozniczkowych pierwszego rzedu- rownanie
rozniczkowe o rozdzielonych zmiennych. Rozdzielamy zmienne:

dy = (1 — 2i)dx.

Catkujemy réwnanie stronami:

fdy = f(l — 2i)dx.



Otrzymujemy, ze:
Musimy teraz wyrugowac statg Ci:
C; =y+2ix —x.

Teraz w analogiczny sposob moglibysmy rozwigzac drugie rownanie:
dy .
— ] =1+ 2L
dx/,

Wiemy jednak, ze ma rozwigzanie sprzezone z juz uzyskanym:

{Clzy—l-Zix—x
Co =y — 2ix — x.

W schemacie postepowania kolejnym krokiem jest podstawienie:
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Napiszmy sobie jeszcze raz nasze podstawienie:

ax=y—Xx
{B = 2x.
4. Obliczamy pochodne czgstkowe:

o, = —1
Ay =0
a, =1
ay, =0
Ayy =0

| B.=2
ﬁxx — U
By =10
Byy =0

\-Bxy =0



5. Obliczamy pochodne czgstkowe zwigzane z podstawieniami do rownania:

U, = Uga, + Ugf, — nie wystepuje czyli zakladamy, ze U, = 0

Uy = Uga, + UgP, — nie wystepuje czyli zakladamy,ze U, = 0

Usy = Uga(@,)? +2Ugpa, By + Upg(Be)? + Ug@uy + Up By = Una(—1)7 + 2Uqp(—1-2) + Ugg(2)* + 0 + 0

Upy = Uga(@,00,) + Ugpato By + Upptty By + UpgBy By + Uallny + UpBry = Ugg (1 (1)) + Upg(—1-0) + Upp(1-2) + Ugg(0-2) + 0 +0
Uyy = Um(ay)z +2Uqpa, B, + Uﬁ.ﬁ.(ﬁy)z + Upltyy + UpByy = Ugg(1)* +2Uqp1 - 0 + Ugg(0)* + 0+ 0

Najwazniejsze sg pochodne drugiego rzedu (mozna stosowaé gotowe wzory):

Uxx — Uﬂt’ﬂf - 4Uﬂfﬁ’ + 4Uﬁﬁ

ny — —Uﬂﬂ + ZUOEB
Uyy = Una

6. Doszlismy do kroku, w ktérym wystarczy podstawi¢ otrzymane zaleznosci z
punktu 5. do réwnania wyjsciowego jakie jest podane na samym poczagtku
zadania. Zrobimy to krok po kroku:

Upa — 4Uup +4Ugp + 2(—Upq + 2Uup) + SU,, = 0.

Po uproszczeniu wyrazen podobnych otrzymamy takg posta¢ naszego réwnania
wyjsciowego:

4'U¢:m: + 4Uﬁﬁ — 0

Mozemy jeszcze podzieli¢ obustronnie to rownanie przez 4 i w rezultacie otrzymamy
postac kanoniczng:

Ucr:a: + Uﬁﬁ — 0

(czyli rownanie Laplace’a)



