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Przykladowe zadanie typu “wymagalnego na kolokwium” z pelnym
rozwiazaniem:

1) Rozwiaz zagadnienie Cauchy’ego:
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z warunkami (wyjda dos¢ techniczne wyniki - aby byto widaé co trzeba wyliczy¢):
a) u(l,y) = i,

b)  u(0,y) =y’

c) przechodzace przez krzywa It z(t) = 1,y(t) = &, u(t) = Vt.

Poniewaz to réwnanie quasi-liniowe, to linearyzujemy je. Niech u = ¥(z,y)
bedzie rozwiazaniem rownania. Podstawiamy

w(xayau) = u— w(xvy)

i obliczamy jego pochodne czastkowe:
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(ostatnie z réownan wynikaja z faktu, ze ¢ to postaé¢ rozwigzania réwnania).

Wstawiamy do réwnania (po prawej mnozymy przez 1, czyli przez ) :

ow ow ow
ur(———) + Uy(—a—y) = 1(%)

Przenosimy na jedna strone i mnozymy przez (-1):
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uxax uyay = U.

mamy réwnanie liniowe funkcji niewiadomej w(z, y, u) (w pewnym zmodyfikowanym
obszarze tréjwymiarowym!), ale jest ono liniowe jednorodne, a wiec wiemy jak je
rozwiazac...

Teraz calki pierwsze (niezalezne) réwnania liniowego. Ukad réwnan charak-
terystyk

g\
I
—_



W postaci symetrycznej
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ur - uy 1
(i ostatni wyraz pomijamy... - nie szukamy rozwiazan).
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Dostajemy 2 réwnania rézniczkowe, np.: 92 = % oraz 9 = du,
ux uy uzr 1
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Pierwsze z nich to % = % (o zmiennych rozdzielonych), czyli Inz = Iny +

Cy. Warto “popracowad” nad postacia catki pierwszej: ln(g) = () (w warunku
poczatkowym mamy x = 0, wiec warto mie¢ = w liczniku). Jeszcze lepiej: % =
C1 (jak widaé: to juz inna stala). Taka calka istnieje w kazdym obszarze nie
zawierajacym prostej y = 0 na plaszczyznie). Ostatecznie
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Nie jest catkowicie przypadkowe, ze za drugie rownanie wybralem te, zawierajace
zmienna x: to ona jest ustalana w warunku poczatkowym i po jej podstawieniu
catki sie uproszczal.

Mamy z—ﬁ = dT“,
obustronnie: Inz = %u2 + Cy. Nie jest to dobra postaé¢ przy badanym warunku,
gdyz na z = 0 taka calka nie jest okreslona. Zmieniamy postaé (podobnie jak

poprzednio, np. korzystamy z roznowartosciowosci funkcji e” porownujac wartosci

czyli df = udu (tez o zmiennych rozdzielonych). Catkujemy

tej funkcji liczone ”po obu stronach” - popularnie cho niescisle ” podnosimy e do
obu stron i przyréwnujemy): x = Cs - exp (%UQ) Stad:
w(e,y,u) =z - 720,
Prosze zauwazy¢, zw sa niezalezne (pierwsza zalezy od x, a nie od u, a druga

odwrotnie, oczywiscie mozna policzy¢ macierz pochodnych % (2x3) 1 jej rzad

- wyniesie 2...).

Nie piszemy rozwiazania ogdlnego (nie ma tego w zadaniu), za to przechodzimy
do warunku brzegowego:

a) Wstawiamy krzywa x = 1. Mamy:
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Rozwiazujemy uktad wzgledem y i u: y = D% oraz u = , /In(5z). Czyli na krzywej

mamy warunek poczatkowy:

1
1H(D—%) = D1
W calym badanym obszarze wiec:
1
In(—)=0C
n( 022) 1,
czyli
—2InCy = C}

i wstawiajac za C7 i1 Cs:

2z — (~gu) = <§>2

Oczywiscie trzeba to uporzadkowac i wyznaczy¢ u (o ile sig da, uwaga na dziedzine):
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(w jakiej dziedzinie? co jesli z < 07)
Prosze zauwazy¢, ze mamy funkcje u, a nie w, cho¢ wstawialiSmy warunkowe
rozwiazanie, za to do warunku z wyjsciowego réwnania.

b) Wstawiamy krzywa = = 0. Mamy:

D =-=0
Y

oraz,
1.2
Dy =0-el2%) =0,
I niestety: z tego ukladu nie mozemy wyliczy¢ y oraz u i wstawi¢ do rownania!
Nie ma rozwiazania przechodzacego przez te krzywa. Pytanie dla ambitnych:
czy mozna znalex¢ inny caki pierwsze, aby uklad dal sie rozwiazac?

c) Wstawiamy I': z(t) = 1,y(t) = &, u(t) = V&
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Czyli: t =+/D; oraz t = —21In Dy
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Na calym obszarze:
—21n CQ =V Ol
i stad
_2 ln(x . e(_%UQ)) e E
(Y
Jedli sie da, to rozwiklujemy powyzsze rownanie obliczajac u = u(z,y) = .....
(sami, uwaga na obszar).



