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prof. UAM dr hab. Mieczys law Cichoń 2019/2020

Przyk ladowe zadanie typu “wymagalnego na kolokwium” z pe lnym
rozwia̧zaniem:

1) Rozwia̧ż zagadnienie Cauchy’ego:

ux
∂u

∂x
+ uy

∂u

∂x
= 1

z warunkami (wyjda̧ dość techniczne wyniki - aby by lo widać co trzeba wyliczyć):
a) u(1, y) = 1

y ,

b) u(0, y) = y2

c) przechodza̧ce przez krzywa̧ Γ: x(t) = 1, y(t) = 1
t2 , u(t) =

√
t.

Ponieważ to równanie quasi-liniowe, to linearyzujemy je. Niech u = ψ(x, y)
bȩdzie rozwia̧zaniem równania. Podstawiamy

w(x, y, u) = u− ψ(x, y)

i obliczamy jego pochodne cza̧stkowe:
∂w
∂u = 1, ∂w

∂x = −∂ψ
∂x = −∂ψ

∂x oraz ∂w
∂y = −∂ψ

∂y = −∂ψ
∂y

(ostatnie z równań wynikaja̧ z faktu, że ψ to postać rozwia̧zania równania).
Wstawiamy do równania (po prawej mnożymy przez 1, czyli przez ∂w

∂u ) :

ux(−∂w
∂x

) + uy(−∂w
∂y

) = 1(
∂w

∂u
)

Przenosimy na jedna̧ stronȩ i mnożymy przez (-1):

ux
∂w

∂x
+ uy

∂w

∂y
+
∂w

∂u
= 0.

mamy równanie liniowe funkcji niewiadomej w(x, y, u) (w pewnym zmodyfikowanym
obszarze trójwymiarowym!), ale jest ono liniowe jednorodne, a wiȩc wiemy jak je
rozwia̧zać...

Teraz ca lki pierwsze (niezależne) równania liniowego. Ukad równań charak-
terystyk

x′ = u · x
y′ = u · y
u′ = 1.
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W postaci symetrycznej

dx

ux
=
dy

uy
=
du

1
= dt

(i ostatni wyraz pomijamy... - nie szukamy rozwia̧zań).

Dostajemy 2 równania różniczkowe, np.: dx
ux = dy

uy oraz dx
ux = du

1 .

Pierwsze z nich to dx
x = dy

y (o zmiennych rozdzielonych), czyli lnx = ln y +

C̃1. Warto “popracować” nad postacia̧ ca lki pierwszej: ln(xy ) = C̃1 (w warunku
pocza̧tkowym mamy x = 0, wiȩc warto mieć x w liczniku). Jeszcze lepiej: x

y =
C1 (jak widać: to już inna sta la). Taka ca lka istnieje w każdym obszarze nie
zawieraja̧cym prostej y = 0 na p laszczyźnie). Ostatecznie

w1(x, y, u) =
x

y
.

Nie jest ca lkowicie przypadkowe, że za drugie równanie wybra lem te, zawieraja̧ce
zmienna̧ x: to ona jest ustalana w warunku pocza̧tkowym i po jej podstawieniu
ca lki siȩ uproszcza̧!.

Mamy dx
ux = du

1 , czyli dx
x = udu (też o zmiennych rozdzielonych). Ca lkujemy

obustronnie: lnx = 1
2u

2 + C̃2. Nie jest to dobra postać przy badanym warunku,
gdyż na x = 0 taka ca lka nie jest określona. Zmieniamy postać (podobnie jak
poprzednio, np. korzystamy z różnowartościowości funkcji ex porównuja̧c wartości
tej funkcji liczone ”po obu stronach” - popularnie cho nieścísle ”podnosimy e do
obu stron i przyrównujemy): x = C2 · exp (12u

2). Sta̧d:

w2(x, y, u) = x · e(−
1
2u

2).

Proszȩ zauważyć, żw sa̧ niezależne (pierwsza zależy od x, a nie od u, a druga

odwrotnie, oczywíscie można policzyć macierz pochodnych ∂(w1,w2)
∂(x,y,u) (2x3) i jej rza̧d

- wyniesie 2...).

Nie piszemy rozwia̧zania ogólnego (nie ma tego w zadaniu), za to przechodzimy
do warunku brzegowego:

a) Wstawiamy krzywa̧ x = 1. Mamy:

D1 =
1

y

oraz
D2 = 1 · e(−

1
2u

2).
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Rozwia̧zujemy uk lad wzglȩdem y i u: y = 1
D1

oraz u =
√

ln( 1
D2

2
). Czyli na krzywej

mamy warunek pocza̧tkowy: √
ln(

1

D2
2

) = D1.

W ca lym badanym obszarze wiȩc:√
ln(

1

C2
2

) = C1,

czyli
−2 lnC2 = C2

1

i wstawiaja̧c za C1 i C2:

−2 lnx− (−1

2
u2) =

(
x

y

)2

Oczywíscie trzeba to uporza̧dkować i wyznaczyć u (o ile sia̧ da, uwaga na dziedzinȩ):

u =

√
2

(
x

y

)2

+ 4 lnx

(w jakiej dziedzinie? co jeśli x < 0?)
Proszȩ zauważyć, że mamy funkcjȩ u, a nie w, choć wstawialísmy warunkowe

rozwia̧zanie, za to do warunku z wyj́sciowego równania.

b) Wstawiamy krzywa̧ x = 0. Mamy:

D1 =
0

y
= 0

oraz
D2 = 0 · e(−

1
2u

2) = 0.

I niestety: z tego ukladu nie możemy wyliczyć y oraz u i wstawić do równania!
Nie ma rozwia̧zania przechodza̧cego przez tȩ krzywa̧. Pytanie dla ambitnych:
czy można znalex́ć inny caki pierwsze, aby uk lad da l siȩ rozwia̧zać?

c) Wstawiamy Γ: x(t) = 1, y(t) = 1
t2 , u(t) =

√
t:

D1 =
1
1
t2

= t2
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D2 = 1 · e−
t
2

Czyli: t =
√
D1 oraz t = −2 lnD2

−2 lnD2 =
√
D1.

Na ca lym obszarze:
−2 lnC2 =

√
C1

i sta̧d

−2 ln(x · e(−
1
2u

2)) =

√
x

y
.

Jeśli siȩ da, to rozwik lujemy powyższe równanie obliczaja̧c u = u(x, y) = .....
(sami, uwaga na obszar).
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