prof. UAM dr hab. Mieczystaw Cichon 2019/2020

Zadanie: Okresli¢ typ réwnania. Rozwiaz zagadnienie metoda Fouriera rozdziela-
nia zmiennych:

ou  0*u
ot 0x?
z warunkami brzegowymi
u(t,0) = u(t,l) = 0 oraz
u(z,0) =z (x—1) dlaz € (0,1).

Rozwiazanie : (“prawie” pelne) Tu mamy od razu postaé kanoniczna réwnania
parabolicznego...

Na poczatku szukamy rozwiazan postaci: u(t,z) = T(t) - X (z). Wstawiamy

£ : u 2y
do réwnania: 2 = T'(t) - X (z), 24 = T(t) - X" (2):

() - X(z)=T(t) - X" ().
Rozdzielamy zmienne (dzielimy obustronnie przez T'(t) - X (z)):

)  X"(z)
@)  X(x)

Lewa strona jest tylko funkcja zmiennej ¢, a prawa zmiennej z, czyli sa to
funkcje rowne statej. Oznaczmy ja przez A. Dostaniemy

T(t) _ X'(x)
T~ X(a)

pu— A,

czyli dwa réwnania ré;zniczkowe - pierwszego rzedu o zmiennych rozdzielonych:
T'(t) = \T'(t) =0
oraz drugiego rzedu o statych wspolczynnikach:
X"(x) = AX(z) = 0.

Teraz warunki brzegowe: 0 = u(t,0) = T(t) - X(0), 0 = u(t,l) = T(t) - X(1).
Oczywiscie T'(t) nie moze by¢ zerem (bo wtedy v = 0 i nie zachodzi ostatni
warunek brzegowy). Stad:



Mamy zagadnienie:

X'x)=AX(x)=0 , X(0)=0 , X()=0. (1)
Uwaga: gdyby ktos badat ostatni z warunkéw (on jest niejednorodny, funkcja
niezerowa - to istotnell), to otrzymalby u(0,2) =T(0) - X(z) =z - (x — 1), a
wie na ogoél nie moze zajsc!
Wracamy do zagadnienie (1). Musimy znalez¢ jego wartosci whasne i funkcje

wtasne - to uktad tych ostatnich powinien nam da¢ uktad ortogonalny funkcji
pozwalajacy na rozwijanie funkcji w szeregi Fouriera wzgledem tego uktadul!

Najpierw wielomian charakterystyczny: F(k) = k* — )\, ma pierwiastki
+v/\ oraz —V/\, a wie uklad fundamentalny rozwiazaii to eVAr § g=VAz,
Rozwiazanie ogdlne:

X(x)=A- eV + Be VT,

7 warunkéw brzegowych: 0 = X(0) = A+ B oraz 0 = A - eV + Be VN, 7
pierwszego B = —A, a wiec z drugiego

A- (e\m + e_\m) = 0.

Poniewaz A # 0 (bo wowczas B = —A = 0, czyli X (z) = 0 - sprzeczne), to
eV 4 e~V = . Otrzymujemy:

2N = 1,

Dla A > 0 mamy tylko jedno rozwiaazanie - przypadek odrzucamy. Dla A < 0
mamy

622\/—7>\l =1
i ze wzoréw Eulera: 2v/—Al = n7m dla dowolnego n catkowitego. Czyli dla
kazdego (ustalonego) n (naturalnego!!) mamy inna warto$¢ wlasna

nm?

TE

(oczywiscie, jak juz wiemy - ujemne). Odpowiadaja im funkcje wtasne

A =

INTL INTL

Xn(x) = A, - eVt 4 Bne_m =A,-e2 + B,e 2.

7 reguly, aby unka¢ funkcji typu e’¥, poleca sie skorzystanie ze wzoréw Eulera,
a wtedy uzyskamy typowo rzeczywiste funkcje wilasne:
nwx . nmx

X,(x) = C, - cos ETh + D,, sin ST



Drugie z réwnan jest postaci T'(t) — AT'(t) = 0, a po rozdzieleniu zmiennych
dT

- = A dt.
Po catkowaniu mamy wiec: In7T = At + F, (F, - dowolna stala) i ostatecznie
T(t)=E-eM
Po wstawieniu wartosci wlasnych mamy funkcje
up(t, x) = (C’n COS % + D, sin n;rla:) - B, - e_ni?;t.

kazda z nich spwelnia réwnanie i dwa jednorodne warunki brzegowe. Rozwazmy
wiec funkcje

> > 71,27r2t
= Zun(t,x) = Z (C E, - COSQ—Z +D,E, Smn;a:) cen ar
= n=1

Musimy tak dobra¢ wspolczynniki, aby spelniony bylostatni warunek brze-
gowy (niejednorodny). Dla ¢ = 0 mamy

o

u(0, z) :Z (C’ E, - COS%-I—D E, sian—Wlx)

n=1

Rozwijamy teraz funkcje g(x) = = - (x — [) w szereg Fouriera na przedziale
(0,1) (zauwazmy, ze zaktadamy tu réwnosé funkeji i jej szeregu Fouriera...):

(0.9]

g(z) = Z <an oS % + b, sin n2_7rla:>

n=
gdzie a, i b, sa dane wzorami Eulera-Fouriera (samodzielnie przypomnie¢

wzory), czyli dla danej funkeji ¢ mozemy je tatwo obliczy¢ (to tez samodziel-
nie, tylko catkowania...)!

Wtedy biorac C,E,, = a,, oraz D, F, = b, uzyskamy zadany wynik

2,2,

- nwx . nmx _n2x
Z( cos—+b sm2—l> e 4z |

n=1

Na zakoniczenie wazne pytanie: czy ten szereg jest zbiezny jednostajnie wraz
z pochodnymi do drugiego rzedu wiacznie??? Tylko wtedy bedzie klasycznym
rozwiazaniem.



