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Zagadnienie Cauchy’ego:

Streszcze materialy przedstawiajac pewien algorytm postepowania:

1. Badamy réwnanie - znajdujemy wszystkie calki pierwsze niezalezne.

2. Sprawdzamy ich zachowanie na krzywych zadanych przez warunek, tj. “wstaw-
iamy” go do calek.

3. Tak uzyskany uklad réwnan rozwiazujemy (o ile sie da...) wzgledem zmi-
ennych niezaleznych redukujac parametry - powstanie (czasami uwiklana)
postaé¢ rozwiazania.

4. UWAGA: W jednym z poprzednich materialéw pokazaem, ze ukad taki moze
by¢ tez sprzeczny (nie ma rozwiagzan zagadnienia) lub nieoznaczony (zagad-
nienie ma nieskoniczenie wiele rozwigzan).

A) Cos dla przeéwiczenia procedury.

ou  Ou
dr " oy
z warunkiem na krzywej I' : y(z) = 2 + 22, u|r = sin .
ad 1) Streszczajac - uklad réwnan (zlinearyzownego) réwnania (od razu w
postaci symetrycznej):

+u=1

de dy  du

11 1-u
Calki pierwsze - natychmiastowe (to sa 2 rownania rézniczkowe): dr = dy czyli
x—y = Cy oraz dy = dT“u, czyli y + In(1 —u) = Cy (nie prowdze dyskusji o

1
zalozeniach).

ad 2) Ten uktad réwnan na krzywej I ma postaé: v —x —2? = —2? = Cy oraz
v+ 2% +1Inl—u = Cy (tak przy okazji: inna postaé¢ calek pierwszych utawitaby
rozwiazywanie - do przemyslenia...).

ad 3) Uzyskamy

z=1/-C ,u=1—exp(6'2+6'1—\/—6’1).

Tu wzér na u okresla u|p.



ad 4) Na calej dziedzinie: przywracamy pierwotne wartosci calek tj. Cy i Cy
wstawiajac do warunku Cauchy’ego:

ulp = sinx

1 —exp (Cy + Cy —\/—C) = sin (/ —C)

i wstawiamy poza krzywa:

1 —exp(Cy+ Cy —/—C4) =sin (v/—C1).

Wystarczy wstawi¢ C i Ch...

l—exp(y+In(l—u)+ (z—y) — -2 —y) =sin(v/—z —y).

. 1 uprosci¢ (rozwiklaé¢ wzgledem u jak sie da - tu: tak, ale to juz éwiczenie dla
czytelnikéw).

B) Teraz przyklad [2 punkt d)]:

speiajace warunek: u(1,y) =1+ vy + 3y>

ad 1) Streszczajac - uklad réwnan (zlinearyzownego) réwnania (od razu w

postaci symetrycznej)

de dy du
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Stad xdz = dy, a wiec 22 — 2y = C;. Jak zwykle ( :-) ) druga calka jest mniej
trywialna, ale bez przesady... Ponownie jest kilka mozliwo$ci i moje rozwiazanie
nie jest jedynym mozliwym - zachecam do samodzielnego znalezienia tej calki

pierwszej.

A dla niecierpliwych - prosze czyta¢ na kolejnej stronie...



Skoro mamy juz jedna calke pierwsza (!!), to problem mozna uprosci¢. Formal-
nie jest to zamiana zmiennych:

sS=ux , t=a®—2y.

To zmienne niezalezne (sprawdzi¢ jakobian). Nalezy znalezé postaé réwnania w
nowych zmiennych.
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oraz (wzor bedzie bardzo potrzebny - prosze poéwiczyc¢)
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(na razie nie wstawiam za x czy y - a powinienem :-( , zrobimy to pdzniej).
Wstawiamy do réwnania:
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Roéwnanie sie upraszcza:
@ R R
y@s IND y
1 teraz:
ou s+ (s* —1t)?
ds s2—t 7
a po calkowaniu:
2 2 2
s+ (s —1)
1) = ds
u(s,t) / 27

liczymy catke i wracamy do starych zmiennych - ale to juz ¢wiczenia z analizy,
wiec samodzielnie! tak wyliczymy druga z calek pierwszych i dalej zgodnie ze
schematem.



