
Równania Ró·zniczkowe Cz ¾astkowe ROR 410
Ćwiczenia 4

Równania liniowe niejednorodne
i równania quasi-liniowe.

De�nicja 1 Równaniem ró·zniczkowym cz ¾astkowym liniowym niejedno-
rodnym pierwszego rz ¾edu nazywamy równanie postaci:

nX
i=1

fi(x; u)
@u

@xi
= g(x; u); x = (x1; x2; :::; xn); (1)

w którym funkcja g nie jest to·zsamósciowo równa zero lub funkcja g jest
to·zsamósciowo równa zero, ale funkcje f1; f2; :::; fn zale·z ¾a w sposób istotny
od zmiennej u (równania quasi-liniowe).

Zak÷adamy, ·ze funkcje f1; f2; :::; fn; g s ¾a klasy C1 w otoczeniu punktu
a0(a1; :::; an; u); nie zeruj ¾a si¾e jednoczésnie w tym otoczeniu oraz

fn(a0) 6= 0:

Za÷ó·zmy, ·ze szukamy rozwi ¾azania równania (1) w postaci:

v(x1; :::; xn; u) = 0; (2)

gdzie funkcja v ma ci ¾ag÷e pochodne cz ¾astkowe wzgl¾edem wszystkich argu-
mentów w pewnym obszarze ich zmiennósci, w którym le·zy punkt a0
i w którym równanie (2) jest rozwi ¾azywalne wzgl¾edem szukanej funkcji u;
przy czym

@v

@u
(a0) 6= 0:

Twierdzenie 2 (o sprowadzaniu równania liniowego niejednorodnego do rów-
nania liniowego jednorodnego)
Równanie (1) jest rówowa·zne równaniu

nX
i=1

fi(x; u)
@v

@xi
+ g(x; u)

@v

@u
= 0; x = (x1; :::; xn): (3)

Oznacza to, ·ze ka·zde rozwi ¾azanie równania (3) zawieraj ¾ace u po przyrówna-
niu go do zera daje zwi ¾azek (2), który wyznacza funkcj ¾e n zmiennych x1; :::; xn
spe÷niaj ¾ac ¾a równanie (1).
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Uk÷ad równań ró·zniczkowych zwyczajnych odpowiadaj ¾acy równaniu (1)
zapisujemy w postaci

dx1
f1(x1; :::; xn; u)

= ::: =
dxn

fn(x1; :::; xn; u)
=

du

g(x1; :::; xn; u)
: (4)

Niech 	0;:::;	n�1 stanowi ¾a uk÷ad n niezale·znych ca÷ek uk÷adu (4).
Wówczas rozwi ¾azanie ogólne równania (1) wyra·za si¾e wzorem:

v = F (	0; :::;	n�1);

gdzie F jest dowoln ¾a funkcj ¾a ró·zniczkowaln ¾a w sposób ci ¾ag÷y. Zatem rozwi ¾azanie
ogólne przyjmuje postác uwik÷an ¾a

F (	0(x1; :::; xn; u); :::;	n�1(x1; :::; xn; u)) = 0: (5)

De�nicja 3 Uk÷ad równán ró·zniczkowych zwyczajnych (4) nazywamy uk÷a-
dem charakterystycznym równania (1), a jego rozwi ¾azania charakterystykami
tego równania.

De�nicja 4 (o rozwi ¾azaniu ogólnym równania (1)) Je·zeli funkcje 	0; :::;	n�1
s ¾a niezale·znymi ca÷kami uk÷adu równán (4), to funkcja okréslona wzorem (5)
z funkcj ¾a F maj ¾ac ¾a ci ¾ag÷e pochodne cz ¾astkowe wzgl ¾edem swoich argumentów
przedstawia rozwi ¾azanie ogólne równania (1).

Uwaga 5 Je·zeli funkcja niewidoma wyst ¾epuje tylko w jednej z ca÷ek 	0; :::;	n�1
np. w 	n�1 to rozwi ¾azanie ogólne mo·zemy zapisác w postaci:

	n�1(x1; :::; xn; u) = G(	0(x1; :::; xn); :::;	n�2(x1; :::; xn)); (6)

gdzie G jest dowoln ¾a funkcj ¾a ró·zniczkowaln ¾a w sposób ci ¾ag÷y.

Rozwi ¾azuj ¾ac powy·zsze równanie wzgl¾edem u otrzymujemy rozwi ¾azanie
ogólne równania (1) w postaci jawnej.

Schemat rozwi ¾azywania równań ró·zniczkowych cz ¾astkowych
niejednorodnych pierwszego rz¾edu.

1. Tworzymy uk÷ad równań charakterystyk równania (4).

2. Znajdujemy n niezale·znych ca÷ek pierwszych tego równania

	i(x1; :::; xn; u) = ci; gdzie i = 0; 1; :::; n� 1:
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3. Zapisujemy rozwi ¾azanie ogólne równania (1) w postaci (5) lub (6).

Zagadnienie Cauchy�ego dla równania liniowego niejednorodnego formu÷uje
si¾e analogicznie jak dla równania liniowego jednorodnego.

Schemat rozwi ¾azywania zagadnienia Cauchy�ego dla równania
niejednorodnego.

1. Tworzymy uk÷ad równań charakterystyk.

2. Znajdujemy n niezale·znych ca÷ek pierwszych tego uk÷adu w postaci

	i(x1; :::; xn; u) = ci; gdzie i = 0; 1; :::; n� 1:

3. W powy·zszych równaniach zmienn ¾a xn zast¾epujemy wartósci ¾a x
(0)
n otrzy-

muj ¾ac równania:

	i(x1; :::; xn�1; x
(0)
n ; u) = �i; gdzie i = 0; 1; :::; n� 1:

4. Rozwi ¾azujemy powy·zszy uk÷ad równań ze wzgl¾edu na x1; :::; xn�1; u
i otrzymujemy:

xi = 'i(�1; :::; �n�1); gdzie i = 1; :::; n� 2;
u = '0(�1; :::; �n�1):

5. Piszemy zale·znóśc:

'0(	0; :::;	n�2)� '('1(	0; :::;	n�2); :::; 'n�2(	0; :::;	n�2)) = 0:

6. Po rozwi ¾azaniu powy·zszego równania wzgl¾edem u; otrzymujemy rozwi ¾azanie
danego zagadnienia Cauchy�ego w postaci jawnej.

Przyk÷ad 6 Wyznaczýc rozwi ¾azanie ogólne równania

xuux + yuuy = �xy

oraz jego rozwi ¾azanie szczególne przechodz ¾ace przez krzyw ¾a

y = x2; u = x3:

3

DROR Mieczysław Cichoń (opr. P.M.)   3  /12.



Rozwi ¾azanie 7 Tworzymy uk÷ad równán

dx

xu
=
dy

yu
=

du

�xy :

i znajdujemy jego niezale·zne ca÷ki pierwsze

x

y
= c1;u

2 + xy = c2

Rozwi ¾azanie ogólne naszego równania przyjmuje postác

F (
x

y
; u2 + xy);

gdzie F jest dowoln ¾a funkcj ¾a.
Poniewa·z zmienna u wchodzi w sk÷ad tylko jednej ca÷ki pierwszej, wi ¾ec rozwi ¾azanie
ogólne mo·zemy zapisác w postaci

u2 + xy = G(
x

y
)

lub

u = �
r
G(
x

y
)� xy;

gdzie G jest dowoln ¾a funkcj ¾a.
Dla znalezienia powierzchni ca÷kowej przechodz ¾acej przez podan ¾a krzyw ¾a, rów-
nanie tej krzywej sprowadzamy do postaci parametrycznej

x = t; y = t2; u = t3:

Podstawiaj ¾ac te równania do ca÷ek pierwszych, otrzymujemy

1

t
= c1;t

6 + t3 = c2;

a po wyrugowaniu zmiennej t

1

c61
+
1

c31
= c2:
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Podstawiaj ¾ac w miejsce c1 i c2 lewe strony ca÷ek pierwszych, otrzymujemy
szukane rozwi ¾azanie szczególne w postaci

(
y

x
)6 + (

y

x
)3 = u2 + xy

lub
y3(y3 + x3) = x6(u2 + xy):

Przyk÷ad 8 Znajdziemy powierzchni ¾e ca÷kow ¾a równania

xux + (x+ y)uy =
1

u
;

przechodz ¾ac ¾a przez parabol ¾e

y = x2; u = 0

Równania charakterystyk maj ¾a postác

dy

dx
=

dy

x+ y
= udu;

co daje
dy

dx
=
x+ y

x
i
dx

x
= udu:

Pierwsze równanie jest równaniem jednorodnym, które po podstawieniu y =
zx przechodzi w równanie

x
dz

dx
+ z = 1 + z;

maj ¾ace rozwi ¾azanie
z = ln jxj+ c1:

Zatem odpowiadaj ¾aca mu ca÷ka pierwsza ma postác

y

x
� ln jxj = c1:
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Drugie równanie daje

ln jxj = u2

2
+
c2
2
;

czyli
lnx2 � u2 = c2;

przy tym obie ca÷ki pierwsze s ¾a niezale·zne.
Tak wi ¾ec ka·zda powierzchnia ca÷kowa naszego równania ma postác

F (
y

x
� ln jxj ; lnx2 � u2) = 0;

gdzie F jest dowoln ¾a funkcj ¾a.
Równania danej paraboli mo·zna zapisác w postaci parametrycznej

x = t; y = t2; y = 0:

St ¾ad

t� ln jtj = c1;

2 ln jtj = c2;

a wi ¾ec
t� e

c2
2

i mamy
�e

c2
2 � c2

2
= c1:

Ostatecznie otrzymujemy

�e 12 (lnx2�u2) � 1
2
(lnx2 � u2) = y

x
� ln jxj

a po uporz ¾adkowaniu

�2x jxj eu
2

2 + xu2 � 2y = 0;

co jest równaniem szukanej powierzchni ca÷kowej.
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Przyk÷ad 9 Poszukamy rozwi ¾azania szczególnego równania

ux + uy + u+ x+ y = 0;

spe÷niaj ¾acego warunek u(x; 0) = x:

Rozwi ¾azanie 10 Tworzymy najpierw równania charakterystyk

dx = dy =
du

�(u+ x+ y + 2) ;

st ¾ad
y � x = c1:

oraz
du

dx
= �u� 2x� 2� c1:

Po sca÷kowaniu ostatniego równania mamy

u = c2e
�x � 2x� c1:

Ca÷ki pierwsze maj ¾a postác

y � x = c1 i ex(u+ x+ y) = c2:

Podstawiaj ¾ac y = 0, mamy

�x = c1;

ex(u+ x) = c2:

st ¾ad

x = �c1;
u = c2e

c1 + c1:

Zgodnie ze wzorem
u(x; 0) = x

7
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mamy
c2e

c1 + c1 = �c1;

czyli
c2e

c1 = �2c1;

a wi ¾ec
ex(u+ x+ y)ey�x = �2(y � x):

Ostatecznie szukane rozwi ¾azanie ma postác

u = 2(x� y)e�y � x� y:

Rozwi ¾azanie 11 Wyznaczmy rozwi ¾azanie ogólne równania

(y + z + u)ux + (x+ z + u)uy + (x+ y + u)uz = x+ y + z:

W tym przypadku nale·zy sca÷kowác uk÷ad równán

dx

y + z + u
=

dy

x+ z + u
=

dz

x+ y + u
=

du

x+ y + z
;

który mo·zemy sprowadzíc do postaci

dy � dx
x� y =

dz � dx
x� z =

du� dx
x� u =

dx+ dy + dz + dt

3(x+ y + z + u)
:

Ca÷kuj ¾ac powy·zsze równania, otrzymujemy trzy niezale·zne ca÷ki pierwsze

(y � x)3(x+ y + z + u) = c1;

(z � x)3(x+ y + z + u) = c2;

(z � x)3(x+ y + z + u) = c3

Zatem rozwi ¾azanie ogólne naszego równania ma postác

F ((y�x)3(x+ y+ z+u); (z�x)3(x+ y+ z+u); (u�x)3(x+ y+ z+u)) = 0;

gdzie F jest dowoln ¾a funkcj ¾a.
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1. Rozwi ¾a·z równania:

a)
xux + yuy = u;

b)
yux � xuy = 2xyu;

c)
xyux + yuy = u;

d)
y2ux � xyuy = x (u� 2y) ;

e)
x2yux + xy

2uy = u;

f)
xu ux + yu uy = xy;

g)
yu ux + xu uy = �2xy;

h)
(xu+ y)ux + (x+ yu)uy = 1� u2;

i)
x (y � u)ux + y (u� x)uy = u (x� y) ;

j)
(sinx)ux + (sin y)uy = sinu;

k) �
sin2 x

�
ux + (tgu)uy = cos

2 u;

l)
yux + yuy + (z + u)uz = xy;

÷)
(u� x)ux + (u� y)uy � zuz = x+ y;

m)
(y + z)ux + (z + x)uy + (x+ y)uz = u:

2. Wyznaczýc rozwi ¾azania równań spe÷niaj ¾acych warunek pocz ¾atkowy:
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a)

xux + yuy = u� x2 � y2;
u (x;�2) = x� x2;

b)

xux + yuy = u� xy;
u (2; y) = y2 + 1;

c)

xux � 2yuy = x2 + y2;

u (x; 1) = x2;

d)

yux + xyuy = x2 + y2;

u (1; y) = 1 + y + 3y2;

e)

yux + xyuy = u
�
x2 + y2

�
;

u (x; 1) =
�
x2 � 1

�2
expx;

f)

yux + xuy � yzuz = x2 + y2;

u (1; y; z) = �y2 + y + 1 + 1

ez
;

g)

xux + yuy � xzuz = x2 + y2;

u (1; y; z) = �y
2

2
+ ezy +

1

2
;

h)

x2ux + y
2uy � y5zuz = x3 + y3;

u (x; 2; z) =
x2

2
� 1

x
+ ln jzj+ 13

2
:
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3. Wyznaczýc powierzchni¾e ca÷kow ¾a równania, przechodz ¾ac ¾a przez po-
dan ¾a krzyw ¾a:

a)

xux + yuy = u;

x = cos t;

y = sin t;

u = 1;

b)

(tgx)ux + yuy = u;

x = t;

y = t;

u = t3;

c)

xyux � y2uy = �x2;
x = 3t;

y = t2;

u = t3 � 3;

d)

xux + yuy = u;

x+ y = 2;

y � u = 1;

e)

(y + xu)ux � (x+ yu)uy = x2 � y2;
u = x2 + y2;

u = �xy;

f)

(x� y)ux + (y � x� u)uy = u;

x2 + y2 = 1;

u = 1:
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g)

(x� y) y2ux + (y � x)x2uy =
�
x2 + y2

�
u;

u (x; 0) =
a3

x
;

h.

x2ux + y
2uy � y5zuz = x3 + y3;

u (x; 2; z) =
x2

2
� 1

x
+ ln z +

13

2
;

i.

xux + yuy � xzuz = x2 + y2;

u (1; y; z) = �y
2

2
+ eyz +

1

2
:

Uwaga 12 Elementy teorii i zadania zosta÷y zaczerpni ¾ete z [1].
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