Réwnania Rézniczkowe Czastkowe ROR 410
Cwiczenia 4

Réwnania liniowe niejednorodne
i réwnania quasi-liniowe.

Definicja 1 Rownaniem rézniczkowym czastkowym liniowym niejedno-
rodnym pierwszego rzedu nazywamy réwnanie postaci:

a ou
Zfl(xau)a :g<£U,U), T = (xlax%“'a:[:n)a (1)
i=1 Ti

w ktorym funkcja g mie jest tozsamosciowo réwna zero lub funkcja g jest

tozsamosciowo réwna zero, ale funkcje fi, fo, ..., fn zalezq w sposdb istotny

od zmiennej u (réwnania quasi-liniowe).

Zakladamy, ze funkcje fi, fo,..., fn,g sa klasy C' w otoczeniu punktu
ag(ay, ..., a,,u), nie zeruja sie jednoczednie w tym otoczeniu oraz

fn(ao) 7é O

Zalézmy, ze szukamy rozwiazania réwnania (1) w postaci:
(a1, ey Tpyu) =0, (2)

gdzie funkcja v ma ciaglte pochodne czastkowe wzgledem wszystkich argu-
mentéw w pewnym obszarze ich zmiennosci, w ktérym lezy punkt ag

i w ktérym réwnanie (2) jest rozwigzywalne wzgledem szukanej funkcji u,
przy czym

@(ao) # 0.

ou
Twierdzenie 2 (o0 sprowadzaniu réwnania liniowego niejednorodnego do réw-
nania liniowego jednorodnego)
Réwnanie (1) jest réwowaine réwnaniu

ov

u v
Zf,(m,u)a—x +g(a:,u)% =0, x=(21,...,T5). (3)

Oznacza to, ze kade rozwigzanie réwnania (3) zawierajgee u po przyréwna-
niu go do zera daje zwigzek (2), ktory wyznacza funkcje n zmiennych x, ..., T,
spetniajgcq réwnanie (1).



Uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych odpowiadajacy réwnaniu (1)
zapisujemy w postaci

d d d
it — .= T - N (4)

fl(x17"-7xn7u) fn(xla'-wxnau) g(l'l,...,l’n,U)

Niech Uy ¥, _; stanowia uklad n niezaleznych calek uktadu (4).
Woéwezas rozwiazanie ogélne réwnania (1) wyraza si¢ wzorem:

V= F(\Ijo, ceey \Ijn_l),

gdzie F' jest dowolng funkcjg rézniczkowalng w sposéb ciggly. Zatem rozwigzanie
ogolne przyjmuje posta¢ uwiktang

F(Uo(x1, ooy Tpytt)y ooy Vg (21, ooy T, ) = 0. (5)

Definicja 3 Ukltad réwnan rézniczkowych zwyczajnych (4) nazywamy ukta-
dem charakterystycznym réwnania (1), a jego rozwiqzania charakterystykams
tego rownania.

Definicja 4 (o rozwigzaniu ogélnym réwnania (1)) Jezeli funkcje Wy, ..., W, 4
sq niezaleznymi catkami uktadu réwnan (4), to funkcja okreslona wzorem (5)
z funkcjag F' majacq ciggle pochodne czagstkowe wzgledem swoich argumentéw
przedstawia rozwigzanie ogdlne réwnania (1).

Uwaga 5 Jezeli funkcja niewidoma wystepugje tylko w jednej z catek Wy, ..., W, 1
np. w W, 1 to rozwigzanie ogdlne mozemy zapisac w postaci:

\Ifn_1<I1, veey Ty U) = G(\Ijo(l’l, ceey ZL’n), ceey \I/n_2<I1, ey $n)), (6)
gdzie G jest dowolng funkcjg rézniczkowalng w sposdéb ciqgty.

Rozwigzujac powyzsze réwnanie wzgledem w otrzymujemy rozwigzanie
ogolne réwnania (1) w postaci jawnej.

Schemat rozwigzywania ré6wnan rézniczkowych czastkowych
niejednorodnych pierwszego rzedu.

1. Tworzymy uklad réwnan charakterystyk réwnania (4).

2. Znajdujemy n niezaleznych calek pierwszych tego réwnania

Ui(z1, .y Ty, u) = ¢, gdziei =0,1,...,n — 1.



3. Zapisujemy rozwiazanie ogélne réwnania (1) w postaci (5) lub (6).

Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania liniowego niejednorodnego formutuje
sie¢ analogicznie jak dla réwnania liniowego jednorodnego.

Schemat rozwigzywania zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania
niejednorodnego.

1. Tworzymy uklad réwnan charakterystyk.
2. Zmajdujemy n niezaleznych calek pierwszych tego uktadu w postaci
U, (21, ..., Tpyu) = ¢, gdziei =0,1,...,n — 1.

3. W powyzszych réwnaniach zmienng x,, zastepujemy wartoscia £C7(10) otrzy-

mujac réwnania:

(21, oy 1, 20 ) = &, gdzie i = 0,1,...,n — 1.

n

4. Rozwigzujemy powyzszy ukiad réwnan ze wzgledu na z1, ..., 2,1, u
i otrzymujemy:

xr; = @i(glw”agn—l)? gdZieizlw”an_za
u = 900(517"'7€n71)'

5. Piszemy zalezno$c:
QDO(\I/(), ceey \I/n_g) — gD(ng(\I/(), ceey \I/n_g), ceny (pn72(\110, ceny \:[Jn_g)) = 0.

6. Porozwigzaniu powyzszego rownania wzgledem u, otrzymujemy rozwigzanie
danego zagadnienia Cauchy’ego w postaci jawne;j.

Przyklad 6 Wyznaczyc rozwigzanie ogdlne réuwnania
TUUy + YUUy = —TY
oraz jego rozwigzanie szczegdlne przechodzace przez krzywq

y=21a% u=a3



Rozwiazanie 7 Tworzymy uktad réwnan

dx
Ty yu  —xy

@_ du

1 znajdujemy jego niezalezne calki pierwsze

Z 2
— =CLUu +ITY=Co
Y

Rozwigzanie ogdlne naszego réwnania przyjmuje postac

F(g,u2+xy),

gdzie I jest dowolng funkcja.
Poniewaz zmienna u wchodzi w sktad tylko jednej catki pierwszej, wiec rozwigzanie
0gdlne mozemy zapisat w postaci

u? e
y=GC)

w=[GOE) — .

gdzie G jest dowolna funkcjaq.
Dla znalezienia powierzchni catkowej przechodzacej przez podang krzywa, réw-
nanie tej krzywej sprowadzamy do postact parametrycznej

lub

Podstawiajgc te réwnania do catek pierwszych, otrzymujemy

1
; = Cl’tﬁ + ts = Co,

a po wyrugowaniu zmiennej t

1+1
J— — =
$d



Podstawiajgc w miejsce ¢y i co lewe strony catek pierwszych, otrzymujemy
szukane rozwigzanie szczegdlne w postaci

Yve | (Y3 _ 2
Cr+C) =u +ay

lub
vy + 2%) = 2°(u® + ay).

Przykiad 8 Znajdziemy powierzchnie catkowq rownania

1
Uy + (T + Y)uy, = "

przechodzgcqg przez parabole

y=2a2 u=0

Rownania charakterystyk majq postac

dy  dy
— = = udu,
dr  z+vy
co dage
dy x+y . dx
— = 1 — = udu.
dx x x

Pierwsze réwnanie jest rownaniem jednorodnym, ktore po podstawieniu y =
zx przechodzi w réwnanie

dz
T—+z=1+z2,
dz

maggce rozwigzanie
z=Inl|z|+ ¢,

Zatem odpowiadajgca mu catka pierwsza ma postac

J —Inl|z| = ¢,
T


projekt_POKL
Highlight

projekt_POKL
Note
Oczywiscie powinno byc:   dx/x

dalej jest dobrze...


Drugie réwnanie daje

U2 Co

Injz| = — + =
n |z 5T

czyli

Inz? —u? = ¢y,

przy tym obie calki pierwsze sq niezalezne.
Tak wiec kazda powierzchnia catkowa naszego réwnania ma postac

F(g—1n|:v|, Inz? —u?) =0,
x

gdzie F jest dowolna funkcjq.
Rownania danej paraboli mozna zapisac w postact parametrycznej

T =t, y:tQ, y = 0.

Stgd
t—Inlt| = e,
21n ‘t’ = (g,
a wiec .
ttezr
1 mamy
2 C
ter — = =c¢
5 1
Ostatecznie otrzymujemy
1
fea(ne®—u? _ —(lnz? —u? = LA™ ||
2 x

a po uporzadkowaniu

w2
+2x |z|e? +zu® — 2y =0,

co jest rownaniem szukanej powierzchni catkowe;.

6



Przyklad 9 Poszukamy rozwigzania szczegdlnego réwnania

Uy + Uy +u+2x+y=0,

spetniajgcego warunek u(x,0) = z.

Rozwiazanie 10 Tworzymy najpierw rownania charakterystyk

du
dr = dy = ,
YT ety 2
stad
y—r=a0a
oraz

d
—u:—u—Q:B—Z—cl,%]
dx

Ptéfikowam‘u ostatniego réwnania mamy

T

u=coe ¥ —2xr —cy.

Calki pierwsze majq postac

y—xrx=cie(ut+x+y)=co

Podstawiajgc y = 0, mamy

- = (i,
e“(ut+z) = co
stad
—
= e+
Zgodnie ze wzorem
u(z,0) =z
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mamy
el 0 = —¢

)

czyly
coe™ = —2cy,

a wiec
(lut+z+y)e™ =-=2y—ux).
Ostatecznie szukane rozwigzanie ma postac

u=2(x—yle ¥ —x—y.

Rozwiazanie 11 Wyznaczmy rozwigzanie ogdlne réunania

(y+z+uwu, +(x+z4+w)u, + (@ +y+uwu, =r+y+ 2.

W tym przypadku nalezy scatkowaé uktad réownan

dx B dy B dz B du
y+z+u zr4+z4+u x+y+u zcHy+z

ktory mozemy sprowadzic do postaci

dy —dr dz—dr du—dv dr+dy+dz+dt

T—y r—z w—u  3x+y+z+u)’

Calkujac powyzsze réwnania, otrzymujemy trzy niezalezne calki pierwsze
(y—2P@+y+z+u) = a,
(z—a2P(@+y+z+u) = c
(z—z)}(r+y+z+u) = c

)

Zatem rozwigzanie ogdlne naszego rownania ma postac

F(ly—z)*(z4+y+z+u),(z—2)*(@+y+z+u), (u—z)*(z+y+2z+u) =0,

gdzie F jest dowolna funkcjq.



1. Rozwiaz réwnania:

a)

TUz + YUy = U,

b)
YUy — TUy = 22YU,
c)
TYUz + YUy = U,
d)
yPu, — wyu, =z (u — 2y),
e)
x2yu$ + xy2uy =u,
f)
TU Uy + YU Uy = TY,
g)
YU Uy + TU Uy = —21Y,
h)
(zu + y) ug + (v + yu)u, =1 -,
i)
z(y—uus +yu—z)uy, =ul—y)),
j)
(sinz) u, + (siny) u, = sinw,
k)
(sin” ) = cos’
sin® z) u, + (tgu) u, = cos” u,
1)
YUy + YUy, + (Z + u) U, =Y,
h
(u—2)uy + (u—y)uy — 2u, =z +y,
m)

(y+2)uy + (2 4+ x) uy + (x + y) uy = u.

2. Wyznaczyt¢ rozwigzania réwnan spetniajacych warunek poczatkowy:



TUgy + YUy
U (SL‘, _2)

TUg + YUy
u(2,y)

YUy + TYUy =
u(z,1) =

YUy + TUy — Y2U,

u(l,y,z)

LUy + YUy — TZU,

u(l,y,z)

2 2 5
T Up + Y Uy — Y 2U,

u(z,2,2)

10

u— a2 —y’

u—y,
Y+ 1,

® + 7,

;U2+y2,
14y + 392,

u(z®+y%),
(a72 — 1)2expm,

x? +y2,

1
P +y+1+—,
€z

22 —l—y2,
2

Y 1
5 —i—ezy—|—2,



3. Wyznaczy¢ powierzchni¢ caltkows réwnania, przechodzaca przez po-
dang krzywa:

a)

TUs + YUy = U,
T = Ccost,
y = sint,
u = 1,
b)
(tgr) uy +yu, = u,
r = 1,
y =t
U t3,
c)
TYUy — y2uy = 2%
r = 3t,
y - t27
U 3 — 3,
d)
TUy + YUy = U,
r+y = 2,
y—u = 17
e)
(y + zu)u, — (z+yu)u, = 2*—y°
= 2®+y
= -1y,

(:E—y)u$+(y—x—u)uy = U,

x2+y2 - 1

11



DROR Mieczystaw Cichon (opr. P.M.) 12 /12.

g)
(z —y)YPue + (y — ) 2%u, = (2% +¢°)u,
a3
0) = =
u@o) =
h.
Uy + yPu, — y’ru, = 2° + P
2 1 13
2.2) = L 2 ilnzy2
u(z,2,2) i x+ nz+ 5
1.
2 2
TUy + YUy — T2U, = T°+Y°,
2
Y 1
1 S -
u(l,y,z) 5 —i—eyz—|—2

Uwaga 12 Elementy teorii i zadania zostaly zaczerpniete z [1].
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