Réwnania Rézniczkowe Czastkowe ROR 410

Cwiczenia 61 7

ROWNANIA ROZNICZKOWE CZASTKOWE DRUGIEGO
RZEDU.

Réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu z niewiadoma funkcja
u(z,y) dwéch zmiennych niezaleznych z, y, liniowe wzgledem funkcji u(x,y) i
jej pochodnych do drugiego rzedu wlacznie, w postaci ogélnej okresla rownose

11 Ugpy + Zalguxy + W22 Uyy + ajuy, + A2Uy + au = f (1)

Funkcje rzeczywiste a;j, ar 1 a (i,j,k = 1,2) sa okre$lone i ciagle w
pewnym obszarze Q) C R?,

a%l(‘r?y) + G?Q<I,y> + GEQ(I7Q) 7é 0

dla kazdego (z,y) € Q, a niewiadomej funkcji u szukamy w przestrzeni C?(2).
Funkcje a;;, ar nazywamy wspétczynnikami , f(z,y)-wyrazem wolnym.

Wyréznikiem réwnania (1) nazywamy

Alz,y) = — ann (v, y) ana(z,y)

2
= Q ﬂj, —Qa Qj7 a .CC, .
ara(7,y) az(r,y) 12(2,y) — au(z, y)as(z, y)

Jezeli
A(z,y) > 0 w obszarze 2, to méwimy, ze réwnanie (1) jest typu hiperbol-
icznego,
A(x,y) = 0 w obszarze 2, to méwimy, ze réwnanie (1) jest typu parabol-
icznego,
A(z,y) < 0 w obszarze (2, to méwimy, ze réwnanie (1) jest typu eliptycznego.

Jezeli réwnanie (1) nie jest jednego typu w calym obszarze €2, to nazy-
wamy je rownaniem mieszanym.

Kazde réwnanie rézniczkowe postaci (1) da si¢ przez odpowiednia zamiang
zmiennych z, y na nowe zmienne £, ) sprowadzi¢ do postaci kanonicznej (patrz

wyklad).



Znajdziemy przeksztalcenie sprowadzajace réwnanie (1) do postaci kanon-
icznej. Wprowadzmy nowe wspétrzedne krzywoliniowe (1):

£ = vl(z,y),
n = ¥(z,y).

Zakladamy, ze funkcje @, (i E,Z) € C? i ich jakobian w rozwazanym
obszarze spelnia warunek

BCXD) ‘ e ¥ ‘
J = =| 4 g3 0.
oy | % E|7
Wéwezas istniejg, funkcje @, 1) %
r=0(n), y=10(En) (2)

oraz funkcja v taka, ze

u(z,y) =u (@& Y& n) =v(n)

Wykonujac rézniczkowanie funkcji u otrzymujemy

u$ = Uf£$ + Uﬂlrlcpa
uy, = v, +um,,
Ugy = U&gi + 27}577517717 + Umﬂ??; + Uffzz + UnMzz>
Ugy = Uffgzgy + Ven (€x77y + fy%) + Uﬁnn:pny + Ufga:y + Unnxyv
2 2
Uyy = Vee&y + 20608y n, + Oy + V€ + Uy,
i podstawiajac wyniki réwnania (2) do réwnania (1), otrzymujemy réwnanie
Z Nnowymi zmiennymi.
Réwnaniem charakterystyk réwnania (1) nazywamy réwnanie rézniczkowe
zwyczajne utworzone z réwnania (1) postaci:

d d o
an(,9)(32)* = 2aa(z,y) 52 + an(w,y) = 0, jesti an(w,y) 0, (3)

inna réwnowazna postac¢ réwnania (3):

@ _ (L12(I7y):|: A(Zﬁ,y)
dx ai1(z,y)
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dx dx e
a22(377y)(@)2 - 26112(% y)@ + a11<$7y) =0, jesli (122(35»9) #0 (4)

postaé réwnowazna dla réwnania (4) jest nastepujaca

d_ZC _ a12(x7y> + A(.T,y)
dy a22(xay)

Jezeli aq1(x,y) # 01 ag(z,y) # 0, to réwnania te sa réwnowazne.
Rozwiazania réwnan(3) i (4) nazywamy charakterystykami réwnania(1).

Naszym celem jest wyznaczenie rozwiazania réwnania (1). Poniewaz
znalezienie rozwigzania w ogélnym przypadku jest zadaniem bardzo trud-
nym, dlatego celowe jest sprowadzenie danego réwnania do postaci kanon-
icznej, ktora na ogdt jest prostsza w poréwnaniu z danym réwnaniem.

Schemat sprowadzania réwnan drugiego rzedu do postaci kanonicznej
1. Okre$lamy typ réwnania (obliczmy wyréznik A(z,y)).
2. Piszemy réwanie charakterystyczne (3),(4).
3. Obliczamy charakterystyki: ¢; = ¢(x,y), ca = ¢¥(x,y).
4. Wprowadzamy nowe zmienne w zaleznosci od typu réwnania:
— réwnanie hiperboliczne:
§=o(x,y),n=d(,y);
— réwnanie paraboliczne:
£=p(x,y),n=1eC

Y jest dowolng funkcjg zmiennych z, y funkcyjnie niezalezng od ¢;
zwykle obieramy ¥ (x,y) = = lub ¢(z,y) = v;



— réwnanie eliptyczne :

ma dwie urojone (zespolone sprzezone) charakterystyki:

plz,y) = az,y)+ib(z,y)

w(% y) = O‘(xay) - Zﬁ(l’,y)
gdzie « jest czeScig rzeczywista charakterystyki a [ czeScig uro-
jona;

52 a(ﬂ%y)ﬂ? - ﬁ(x,y)

5. Korzystamy ze wzoréw transformacyjnych.

Zadania. Sklasyfikowac i sprowadzi¢ ponizsze réwnania do postaci kanon-
icznej.

L. Y uge — 2%uy, = 0,

2. Uyy — 28N TUy, — cos® Tuy, =0,
3. TPUgy + 20YUyy + YPuy, = 0,

4. Upy — 20Uy + T2y, — 2u, =0,
9. Uy — 2Ugy + 2uy, =0,

6. Ups + x2uyy = 0.

7. Upy + Y uy, + 200, + 2y — 2 = 0.





