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RÓWNANIA RÓ·ZNICZKOWE CZ ¾ASTKOWE DRUGIEGO
RZ ¾EDU.

Równanie ró·zniczkowe cz ¾astkowe drugiego rz¾edu z niewiadom ¾a funkcj ¾a
u(x; y) dwóch zmiennych niezale·znych x; y, liniowe wzgl¾edem funkcji u(x; y) i
jej pochodnych do drugiego rz¾edu w÷¾acznie, w postaci ogólnej okrésla równóśc

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + a1ux + a2uy + au = f: (1)

Funkcje rzeczywiste aij, ak i a (i; j; k = 1; 2) s ¾a okréslone i ci ¾ag÷e w
pewnym obszarze 
 � R2,

a211(x; y) + a212(x; y) + a222(x; y) 6= 0

dla ka·zdego (x; y) 2 
, a niewiadomej funkcji u szukamy w przestrzeni C2(
):
Funkcje aij, ak nazywamy wspó÷czynnikami , f(x; y)-wyrazem wolnym.

Wyró·znikiem równania (1) nazywamy

�(x; y) = �
���� a11(x; y) a12(x; y)
a12(x; y) a22(x; y)

���� = a212(x; y)� a11(x; y)a22(x; y):

Je·zeli
�(x; y) > 0 w obszarze 
; to mówimy, ·ze równanie (1) jest typu hiperbol-
icznego,
�(x; y) = 0 w obszarze 
; to mówimy, ·ze równanie (1) jest typu parabol-
icznego,
�(x; y) < 0 w obszarze 
; to mówimy, ·ze równanie (1) jest typu eliptycznego.

Je·zeli równanie (1) nie jest jednego typu w ca÷ym obszarze 
; to nazy-
wamy je równaniem mieszanym.

Ka·zde równanie ró·zniczkowe postaci (1) da si¾e przez odpowiedni ¾a zamian¾e
zmiennych x; y na nowe zmienne �; � sprowadzíc do postaci kanonicznej (patrz
wyk÷ad).
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Znajdziemy przekszta÷cenie sprowadzajace równanie (1) do postaci kanon-
icznej. Wprowadzmy nowe wspó÷rz¾edne krzywoliniowe (1):

� = '(x; y);

� =  (x; y):

Zak÷adamy, ·ze funkcje 'i(i = 1; 2) 2 C2 i ich jakobian w rozwa·zanym
obszarze spe÷nia warunek

J =
@(';  )

@(x; y)
=

���� @'
@x

@'
@x

@ 
@y

@ 
@y

���� 6= 0:
Wówczas istniej ¾a funkcje �'; � 

x = �'(�; �); y = � (�; �) (2)

oraz funkcja v taka, ·ze

u (x; y) = u
�
�'(�; �)� (�; �)

�
= v(�; �)

Wykonuj ¾ac ró·zniczkowanie funkcji u otrzymujemy

ux = v��x + v��x;

uy = v��y + v��y;

uxx = v���
2
x + 2v���x�x + v���

2
x + v��xx + v��xx;

uxy = v���x�y + v��
�
�x�y + �y�x

�
+ v���x�y + v��xy + v��xy;

uyy = v���
2
y + 2v���y�y + v���

2
y + v��yy + v��yy;

i podstawiaj ¾ac wyniki równania (2) do równania (1), otrzymujemy równanie
z nowymi zmiennymi.
Równaniem charakterystyk równania (1) nazywamy równanie ró·zniczkowe

zwyczajne utworzone z równania (1) postaci:

a11(x; y)(
dy

dx
)2 � 2a12(x; y)

dy

dx
+ a22(x; y) = 0; jésli a11(x; y) 6= 0; (3)

inna równowa·zna postác równania (3):

dy

dx
=
a12(x; y)�

p
�(x; y)

a11(x; y)
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lub

a22(x; y)(
dx

dy
)2 � 2a12(x; y)

dx

dy
+ a11(x; y) = 0; jésli a22(x; y) 6= 0 (4)

postác równowa·zna dla równania (4) jest nast¾epuj ¾aca

dx

dy
=
a12(x; y)�

p
�(x; y)

a22(x; y)
:

Je·zeli a11(x; y) 6= 0 i a22(x; y) 6= 0; to równania te s ¾a równowa·zne.

Rozwi ¾azania równań(3) i (4) nazywamy charakterystykami równania(1).

Naszym celem jest wyznaczenie rozwi ¾azania równania (1). Poniewa·z
znalezienie rozwi ¾azania w ogólnym przypadku jest zadaniem bardzo trud-
nym, dlatego celowe jest sprowadzenie danego równania do postaci kanon-
icznej, która na ogó÷jest prostsza w porównaniu z danym równaniem.

Schemat sprowadzania równań drugiego rz¾edu do postaci kanonicznej

1. Okréslamy typ równania (obliczmy wyró·znik �(x; y)):

2. Piszemy rówanie charakterystyczne (3),(4).

3. Obliczamy charakterystyki: c1 = '(x; y); c2 =  (x; y):

4. Wprowadzamy nowe zmienne w zale·znósci od typu równania:

� równanie hiperboliczne:

� = '(x; y); � =  (x; y);

� równanie paraboliczne:

� = '(x; y); � =  2 C1

 jest dowoln ¾a funkcj ¾a zmiennych x; y funkcyjnie niezale·zn ¾a od ';
zwykle obieramy  (x; y) = x lub  (x; y) = y;
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� równanie eliptyczne :
ma dwie urojone (zespolone sprz¾e·zone) charakterystyki:

'(x; y) = �(x; y) + i�(x; y)

 (x; y) = �(x; y)� i�(x; y)

gdzie � jest cz¾ésci ¾a rzeczywist ¾a charakterystyki a � cz¾ésci ¾a uro-
jon ¾a;

� = �(x; y); � = �(x; y):

5. Korzystamy ze wzorów transformacyjnych.

Zadania. Sklasy�kowác i sprowadzíc poni·zsze równania do postaci kanon-
icznej.

1. y2uxx � x2uyy = 0;

2. uxx � 2 sin xuxy � cos2 xuyy = 0;

3. x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0;

4. uxx � 2xuxy + x2uyy � 2uy = 0;

5. uxx � 2uxy + 2uyy = 0;

6. uxx + x2uyy = 0:

7. x2uxx + y2uyy + 2xuy + xy � x = 0:
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