Wyktad 2

Struna nieograniczona

2.1 Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania jednorodnego

Réwnanie drgan struny jednowymiarowej zapisa¢ mozna w postaci

1 0%u O%*u

i 1 R 2.1
292 9.2 f(z,t)dlaz e R, t >0, (2.1)

gdzie u(z,t) oznacza wychylenie struny z potozenia réwnowagi w punkcie x, w chwili czasu ¢. Funk-
cja f(z,t) przedstawia gestos¢ sity zewnetrznej, dzialajacej na strune. Postaé ta jest rownowazna
postaci (1.2). Dla powyzszego réwnania rozwazaé bedziemy zagadnienie poczatkowe w przypadku
jednorodnym (drgania swobodne) i niejednorodnym (drgania wymuszone).

Zatézmy, ze mamy do czynienia z drganiami swobodnymi, tzn. f = 0. Rozwazamy nastepujace
zagadnienie.

Wyznaczyé funkcje u spetniajgeq rownanie 1 warunki poczgtkowe
u(x,0) =@ (x), u (z,0) =1 (z) dlaz eR. (2.2)
Zaktadamy, ze ¢ jest klasy C?, za$ ¢ jest klasy C*.

Zagadnienie (2.1)-(2.2) rozwiazemy stosujac metode d’Alemberta.
Stosujac w réwnaniu ([2.1)) zamiane zmiennych £ = x+ct, n = x —ct sprowadzamy je do postaci
kanonicznej

ugy =0
(poréwnaj (1.9)). Ogolne rozwiazanie tego réwnania wyraza sie wzorem
u=F(E)+G(n),
gdzie F' i G s dowolnymi funkcjami klasy C?. Wracajac do zmiennych x i ¢ otrzymujemy
u(x,t)=F(r+ct)+G(x—ct). (2.3)

Funkcje F' i G nalezy dobraé¢ w ten sposéb, aby spelnione byly warunki poczatkowe (2.2)). Warunki
(2.2) prowadza do uktadu réwnan funkcyjnych

{ Fr)+G(r) = ¢
o' () =G (x) = ¥ (x),

14
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z ktorych tatwo wyznaczamy wzory na funkcje szukane
1 1] , 1 1
Fla) = 5elo) + 5 [ 091G (@) = 5eo) - 5 [ wl)ds. (24)
0

Podstawiajac wzory (2.4) do (2.3) otrzymujemy tzw. wzdr d’Alemberta dla struny swobodnej

z+ct

u(z,t) = = (e(x —ct) + p(x +ct)) + 2% / P(s)ds. (2.5)

1
2

7 powyzszych wzoréw wynika, ze zaburzenie ksztattu struny spowodowane przez przyjete warunki
poczatkowe rozchodzi sie ze skonczong predkoscia wzdtuz osi Oz. Funkcja G(z — ct) wystepujaca
we wzorze ([2.3|) przedstawia fale rozchodzaca sie z predkoscia ¢ w dodatnim kierunku osi Oz, za$
funkcja F'(x + ct) - fale rozchodzaca sie z predkoscia ¢ w ujemnym kierunku osi Oz. Rozwiazanie
u(z,t) jest suma tych dwoch fal.

Przyktad 1
Rozwiaza¢ zagadnienie (2.1)-(2.2) przyjmujac ¢ = 1, oraz

3 { (1—22)?% dla |z| <1

wlr) = 1+ 22’ lz) = 0 dla |z| > 1.

Ponizszy rysunek przedstawia ksztatt struny w chwili poczatkowej wraz z rozktadem na funkcje
F (linia kropkowana) oraz G (linia kreskowana).

Przyktad 2
Rozwiazaé zagadnienie (2.1)-(2.2) przyjmujac ¢ =1, ¢ = 0 oraz

(z) = 3sin®z dla0<z<n
LS dla z ¢ [0, ).

Nastepny rysunek przedstawia ksztalt struny w chwili poczatkowej wraz z rozktadem na funkcje
FiG. W tym przypadku funkcje te sa identyczne.



WYKLAD 2. STRUNA NIEOGRANICZONA 16

Uy
5

Rozdzielenie zaburzenia nastepuje w chwili ¢ =
2.2 Zagadnienie Cauchy’ego dla ro6wnania niejednorodne-
g0

Rozwazmy teraz zagadnienie niejednorodne dla réwnania (2.1) z jednorodnymi warunkami po-
czatkowymi (2.2)), tzn ¢ =0, ¢» = 0. Rozwazmy funkcje u (z,t) okreslong wzorem

) t x+c(t—r)
u(x,t) = 56/6[7’ / f(s,7)ds. (2.6)
0 z—c(t—r)

Poprzez bezposrednie rézniczkowanie tatwo sprawdzié, ze funkcja u spelia réwnanie (2.1)) oraz,
ze u (x,0) = 0. Poniewaz

t x+c(t—r)
1
u (x,t) = /vt (x,t;r)dr, gdzie v (x,t;r) = ¢ / f(s,r)ds,
0 z—c(t—r)

wiec réwniez u; (x,0) = 0.

Wynika stad, ze rozwigzanie zagadnienia poczatkowego (2.1)-(2.2) mozna zapisa¢ jako sume
rozwigzania danego wzorem d’Alemberta i funkcji u okreglonej wzorem (2.6]).

W ten sposéb otrzymujemy wzor d’Alemberta dla réwnania niejednorodnego

z+ct t z+c(t—r)
1 1 1
u(z,t) = 5 (p(x —ct) + @z +ct)) + % / Y(s)ds + §c/dr / f(s,r)ds (2.7)
z—ct 0 z—c(t—r)

2.3 Stabilnosé rozwigzania

Niech u; i1 up beda rozwiazaniami zagadnienia ([2.1)-(2.2) odpowiednio dla par funkeji danych
(p1,91) 1 (p2,109). Zatdézmy, ze dla wszystkich z € R zachodza nieréwnosci

o1 (7)) — w2 (2)| <6 1 | (2) — Y ()] < 6. (2.8)
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Na mocy wzoru d’Alemberta (2.7) mozna napisaé, ze

z+ct x+c(t—r)
1 1
ui(x,t) = é(goi(:c—ct)—i-goi(a:—l—ct / Yi(s)ds + 2c/d / f(s,r)ds dlai=1,2.
z—c(t—r)

Jedli rozwazaé bedziemy ewolucje ksztattu struny w przedziale czasowym [0, Ty], to korzystajac
z (2.8)) réznice pomiedzy rozwigzaniami uy i uy mozemy oszacowaé nastepujaco

1 1
luy (z,t) — ug (x,1)] < 5 lo1 (24 ct) — 2 (z + ct)| + 3 |2 (x — ct) — o (xz — ct)| +

x+ct

1
—/le (s)|ds < 5+ 5+—2CT05 S(1+T). (2.9)

Ostatnia nier6wnos¢ oznacza, ze powyzsze zagadnienie jest stabilne. O ile bowiem warunki po-
czatkowe zadania nie roznig sie o wiecej niz o 9, to réwniez rozwigzania w dowolnym zadanym lecz
ustalonym przedziale czasowym nie réznia sie o wiecej niz o liczbe 6 (1 + Tp). Oznacza to ciagla
zaleznos¢ rozwigzania od warunkéw poczatkowych, poniewaz 511% d(1+1Tp) =0.

W takim razie zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania struny jest poprawnie postawione.

2.4 Struna jednostronnie ograniczona

Rozwazmy zagadnienie polegajace na znalezieniu rozwiazania réwnania drgan poétograniczonej
struny swobodnej

10*u  J%u
ER TR i =0dlaxz>0,t >0, (2.10)
z warunkami poczatkowymi
u(z,0)=p (), u(r,0) =1 (z) dlaz > 0. (2.11)

2.4.1 Struna z zamocowanym koncem

W tym przypadku poszukujemy funkcji u spelniajacej dodatkowy warunek u (0,¢) = 0. O funk-
cjach danych ¢ i ¥ zatozymy, ze speliaja one tzw. warunki zgodnosci

¢ (07)=0,¢(0%) =0. (2.12)

Dodatkowo zaktadamy, ze ¢', ¢”, ¢’ sa ciagte na pétprostej [0, 4+00).

W celu rozwigzania powyzszego zagadnienia, funkcje ¢ i ¥ przedtuzamy do funkcji niepa-
rzystych okre$lonych na catej osi rzeczywistej. Warunki gwarantuja cigglosé otrzymanych
przedtuzen. Nastepnie, dla tak okreslonych przedtuzen, stosujemy wzor d’Alemberta dla struny

swobodnej ([2.5)

z+ct

(o(z —ct) + oz +ct)) + % / P(s)ds. (2.13)

r—ct

1
u(z,t) = 5



WYKLAD 2. STRUNA NIEOGRANICZONA 18

Podstawiajac = = 0 otrzymujemy

u(0,1) = 5 (—(ct) + plct)) =0

N | —

(p(—ct) + @(ct)) + % / W(s)ds =

na mocy nieparzystosci funkcji danych ¢ i 9. Oznacza to, ze u jest rozwiazaniem zagadnienia
drgan struny z zamocowanym koncem:.

2.4.2 Struna ze swobodnym poziomym koncem

Rozwazamy zagadnienie polegajace na wyznaczeniu rozwigzania u, spetniajacego dodatkowo wa-
runek u, (0,¢) = 0 (koniec struny moze poruszaé sie swobodnie w pionie, np. w prowadnicy dla
x = 0). O funkcjach danych ¢ i ¥ zalozymy, ze spetniaja one tzw. warunki zgodnosci

¢ (07) =0,¢' (0%) =0. (2.14)

Zaktadamy réwniez, ze ¢, ¢”, 1’ sa ciagte na pélprostej [0, +00).

W celu rozwiazania powyzszego zagadnienia, funkcje ¢ i ¢ przedtuzamy do funkeji parzystych
okreslonych na calej osi rzeczywistej (wéwczas pochodna ¢ jest nieparzysta). Stosujac podobnie
jak poprzednio, wzor d’Alemberta przedstawiamy rozwigzanie u w postaci (2.13)).

Wynika stad, ze

e (2,8) = 5 (90— ct) + ¢ (a + ) + oo (6 (0 ct) = & — )
e (0,8) = 5 (&' (—ct) + ¢/ (e0) + 5 (b (ct) = b (~et)) = 0

na mocy nieparzystosci funkcji ¢’ i parzystosci funkcji 1. Oznacza to, ze u jest rozwigzaniem
rozwazanego zagadnienia.

2.5 Wzor Kirchhoffa

Rozwazmy funkcje u = u(x,y, z,t) spelniajaca réwnanie falowe w przypadku trzech zmiennych
przestrzennych, tzn. réwnanie
1
Ay — C_2Utt = _f <x7y7 Z7t) (215)

Niech punkt My (¢, yo, 20) nalezy do obszaru V' ograniczonego powierzchnia S.
Woéwcezas mozna udowodnié, ze warto$é szukanej funkeji u (Mg, to) daje sie zapisaé¢ za pomoca
nastepujacego wzoru Kirchhoffa

u (M, to) = //{ ! l_}_[u]a_“( ! )+ ! [ut]arMMo}dSM—I——/// A%Y
M My (‘)n T M My CT' M My 671 M My

gdzie:

- rm jest odlegtoscig punktow M 1 My,

0
- 5. oznacza pochodng normalna zewngtrzna,

MMy

- symbol [F] oznacza, ze wartos¢ funkcji w nawiasach brana jest dla wartosci t = to — —
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