Temat 3

Metoda Fouriera dla réwnan
hiperbolicznych

3.1 Zagadnienie brzegowo-poczatkowe dla struny ograni-
czonej
Rozwazaé bedziemy nastepujace zagadnienie.
Znalezé funkcje u (z,t) spelniajgcg réwnanie

2 2
é%—%:f(m,t)dlaxe[O;l],l>0,t>0 (3.1)

wraz z warunkami brzegowymi
uw(0,t) =a(t), u(l,t)=0() dlat>0 (3.2)
1 warunkami poczgtkowyms
u(z,0)=p (), u(z,0) =1 (z) dlaz € [0;]]. (3.3)

Zaktadamy, ze ¢ jest klasy C2, 9, «, 8 sa klasy C*. Zaktadamy ponadto, Ze spelione sg tzw.

warunki zgodnosci, tzn. ¢ (0) = « (0), ¢ (1) = 5(0), ¥ (0) = &' (0), ¥ (1) = ' (0).
Zagadnienie (3.1))-(3.3)) rozwiazemy w kilku etapach, stosujac tzw. metode Fouriera zwana
takze metodq separacjyi zmiennych.

3.1.1 Drgania swobodne struny zamocowanej

Zalozmy, ze struna jest zamocowana w punktach koncowych, tzn. spetnione sa jednorodne warunki
brzegowe postaci

uw(0,t) =u(l,t)=0dlat >0, tzn. a =0i =0 (3.4)

oraz f = 0 (brak sily zewnetrznej wymuszajacej ruch).
Najpierw rozwigzemy pewne zagadnienie pomocnicze.

ZnaleZé rozwigzanie rownania nie rowne tozsamosciowo zeru, spetniajgce warunki brze-
gowe i przedstawialne w postaci u(x,t) = X (z) T (t), gdzie funkcje X i T zaleiq tylko od

jednej zmienney.
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Podstawiajac u (x,t) = X () T (t) do réwnania (3.1)), gdzie f = 0, otrzymujemy

X"(x) 1T"(t)

XE = F T (3.5)

Poniewaz réwnos¢ (3.5) zachodzi¢ musi dla wszystkich = i t z rozwazanego zakresu, wiec obie
strony tej rownosci muszg by¢ state. Oznaczajac te statg przez —\ dostajemy rownosé

X"(x) 1T (%)

== =-A
X(z) T ’
ktora prowadzi do uktadu réwnan
X" () + XX (z) =0 (3.6)
T"(t)+ AT (t) =0 (3.7)

Z warunkéw brzegowych (3.4) wynika, ze X (0) = X (I) = 0 (w przeciwnym razie T (t) = 0
iu=0).

Dla funkcji X (z) otrzymalisSmy tzw. zagadnienie Sturma-Liouville’a polegajace na wyznacze-
niu takich wartosci A, zwanych wartosciami wtasnymsi, przy ktérych istniejg niezerowe rozwigzania
rownania (3.6)), zwane funkcjami wlasnymi, speliajace warunki X (0) = X (1) = 0.

W celu wyznaczenia wartosci wlasnych zagadnienia nalezy rozwazy¢ trzy nastepujace przy-
padki.

A < 0. Wowczas rozwigzaniem réwnania (3.6) jest funkcja postaci X (z) = Cre®™ > + Che ™V,
Z warunkéw X (0) = X (I) = 0 wynika, ze C} = Cy =0, zatem X () =0iu=0.

A =0. Wowczas X (z) = ax + b i warunki X (0) = X (I) = 0 znéw implikuja, ze a = b = 0, zatem
X(z)=0iu=0.

A > 0. Teraz X (z) = Cy cos v\ + Cysinzyv/A i dla

2
M:(%Q dlan=1,23 ... (3.8)

istniejg niezerowe funkcje

X, (z) = sin ?:c (3.9)

bedace rozwiazaniami réwnania (3.6)) z warunkami X (0) = X (1) = 0. Liczby A, sa warto-
Sciami wlasnymi rozwazanego zagadnienia.

Z réownania (3.7) dla A = \, otrzymujemy, ze
T, = A, cos WTnct + B, sin WTnct. (3.10)
W takim razie rozwiazaniem zagadnienia pomocniczego (3.1)), (3.4) sa funkcje

Uy, (x,t) = (An cos WTnct%— By, sin 7TTnct) sin 7Tl—nx (3.11)
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Aby skonstruowaé rozwiazanie speliajace takze zadane warunki poczatkowe ([3.3)) tworzymy sze-
reg

+o0o +o0
t) = Z Up(z,t) = Z (An cos WTnct + B, sin 7TTnct> sin WZ—nx, (3.12)
n=1 n=1

ktorego wspotezynniki, zgodnie z teorig szeregow Fouriera, okreslone sg wzorami

l

I
2
/cp sin —ds /w sin —ds (3.13)
nme
0

0

NI[_\D

Twierdzenie

Jezeli ¢ jest klasy C?, ¢ (0) = ¢ (1) = 0, ¥ jest klasy C1, ¢ (0) = ¢ (I) = 0, to szereg (3.12))

ze wspOlezynnikami okreslonymi wzorami (3.13)) jest rozwiazaniem zagadnienia (3.1) dla f = 0,

z warunkami (3.3])-(3.4)).

Przyktad 1
Rozwiaza¢ oméwione powyzej zagadnienie dla ! =2, ¢ =1, p(z) = 2(2 — x), ¥(z) = 0.

Ze wzoréw (3.13) wynika, ze

16
n3m3

Ap = 1= (=", B.=0,

tak wiec rozwigzanie okreslone jest wzorem

16 <= [1 — (—1)" t
u(z,t) = Ez[fl—g)]sinﬂ% COSW%.
n=1

Funkcja u(z,t) jest funkcja okresowa w czasie, o okresie 4. Ponizszy rysunek przedstawia ksztalt
poczatkowy struny.

Struna wyprostowuje sie w chwilach t =1, 3,5, ...

Przyktad 2
Rozwiaza¢ oméwione powyzej zagadnienie dla [ = 2, ¢ = 1, p(x) = 2%(2 — ), ¥(x) = 0.
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Z podanych wzoréw wynika, ze

2
A, = 5

n3m3

[2(=1)"*' —1], B, =0
tak wiec rozwiazanie okreslone jest wzorem

32X 2(-D)" 1] nx nt
— 3 SIN T—— COS T ——.
T~ n 2 2

u(z,t) =

Funkcja u(x,t) jest funkcja okresowa w czasie, o okresie 4. Ponizszy rysunek przedstawia ksztatt
poczatkowy struny.

3.1.2 Drgania wymuszone struny zamocowanej

Rozwazmy teraz zagadnienie , , polegajace na wyznaczeniu funkeji u (z, t) spelnia-
jacej réwnanie (B.1]), z dowolnymi warunkami poczatkowymi i jednorodnymi warunkami brzego-
wymi. Rozwiazanie tego zagadnienia moze by¢ zapisane w postaci sumy dwoch funkeji, z ktoérych
jedna jest rozwiazaniem réwnania jednorodnego (f = 0) z dowolnymi warunkami poczatkowymi
(zagadnienie to zostalo omdéwione w poprzednim punkcie), za$ druga funkcja jest rozwiazaniem
réwnania niejednorodnego (f # 0), ale z jednorodnymi warunkami poczatkowymi (¢ = 0, ¢ = 0)
i jednorodnymi warunkami brzegowymi.
Wystarczy zatem wyznaczy¢ funkcje u spetniajaca réwnanie

1 0%°u O%*u
7 warunkami
u(x,0) =0, us (z,0) = 0 dla z € [0;1], (3.15)
u(0,t) = u(l,t) =0dlat > 0. (3.16)

W tym celu zalézmy, ze funkcja dana f(z,t) dla z € [0;1] moze byé zapisana w postaci
sinusowego szeregu Fouriera wzgledem zmiennej x

+oo
) =3 fu(t)sin ?:c (3.17)
n=1
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gdzie
!

2
fn(t)zz/f(s,t)sin¥sds dlan=12....

0

Rozwiazania zagadnienia (3.14))-(3.16) poszukujemy w postaci

ZT sin —ZL‘ (3.18)

gdzie T, (t) sa niewiadomymi funkcjami. Zaktadajac, ze dozwolone jest rézniczkowanie szeregu
(3.18) wyraz po wyrazie, z réwnania (3.14]) i przedstawienia ([3.17)) otrzymujemy

+oo
Z (T3 (t) + wiT, (t)) sin —a: = Zc I (¢ s1n T,
n=1
a zatem
T (t) + 2T, (t) = 2 f, (t) , gdzie w, = # (3.19)
Z warunkow (3.15)) wynika ponadto, ze
T,(0)=T.(0)=0 dlan=1,2,.... (3.20)

Rozwiazanie zagadnienia (3.19))-(3.20)) mozna przedstawi¢ w postaci

t
2
T, (t) = i /f (s,7)sin 7TTnsals sinw, (t—7r)drdlan=1,2,.... (3.21)

0

Twierdzenie
Jezeli funkcja f jest klasy C? oraz f(0,t) = f(I,t) = 0 dla kazdego t > 0, to szereg (3.18)) ze
wspOtezynnikami okreslonymi wzorami (3.21)) jest rozwiazaniem zagadnienia (3.14))-(3.16)).
[

3.1.3 Przypadek ogélny

Rozwazmy teraz ogélne zagadnienie (3.1))-(3.3)). W celu rozwiazania tego zagadnienia wprowadza-
my funkcje pomocnicza

w(a,t) = a(t) + [B(t) —a ()] (3.22)

i poszukujemy rozwigzania zagadnienia w postaci u (x,t) = w (z,t) + v (x,t).

Poniewaz ze wzoru wynika, ze w (0,t) = a (t) iw (I,t) = B (t), wiec v (0,¢) = v (I,t) =0,
tzn. funkcja v (z,t) jest rozwiazaniem pewnego zagadnienia postaci , , z jednorod-
nymi warunkami brzegowymi. Zagadnienie wyznaczenia takiej funkcji v (x,t) zostalo omoéwione
w poprzednim punkcie.
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3.2 Roéwnanie drgan membrany swobodnej

Rozwazmy jednorodne réwnanie drgan pltaskiej membrany

1 9%u 02u 0%u

rozwazane dla (z,y) € D C R?, t > 0. Zatézmy, ze spelnione sa warunki poczatkowe
u(z,y,0) =@ (,y), w(z,y,0) =9 (z,y) da (z,y) €D (3.24)

oraz, ze ¢ jest klasy C2, v jest klasy C*.

3.2.1 Membrana prostokgtna

Zalézmy teraz, ze D jest prostokatem, D = (0; A) x (0; B) oraz, ze membrana jest zamocowana
na brzegu, tzn.

u(0,y,t) =u(Ay,t) =u(r,0,t) =u(x,B,t) =0 dlat>0. (3.25)

W celu rozwigzania tego zagadnienia postepujemy analogicznie jak w przypadku drgan swobod-
nych struny zamocowanej. Stosujac metode separacji zmiennych w postaci

u(@,y,t) =X (@)Y ()T (1),
otrzymujemy ostatecznie rozwigzanie zagadnienia — w postaci sumy szeregu podwdj-
nego
+00

k
u(x,y,t) = kzl sin %x sin %y (@k 5 COS Wit + by sSiN Wy nt) | (3.26)

/k2 n?
Wen = ﬁ—i_ﬁ dla k,n=1,2,...,

o wspoétczynnikach ay, 1 by, okreslonych wzorami

gdzie

B
4
o = /da:/gp x,y)sin —93 sin 7TT?ydy, (3.27)
0 0
A B
b / d / W ( ™ dy. (3.28)
T x,y)sin —x sin — .
0 0

Przyktad
Rozwigza¢ zagadnienie drgan membrany prostokatnej dla A =B =1, ¢ =1,

p(x,y) = (z—2*)(y —y), d(z,y) = 0.
Zgodnie ze wzorami , , catkujac przez czesSci wyznaczamy wspotezynniki ag, i g,
L+ (=DM A+ (=™
k3n3m6 ’
a zatem rozwigzanie zagadnienia jest postaci
u(z,y,t) = 10 in L+ (D L4 () sin kmx sin nmy cos (th/W) :

76 k3 n3
k,n=1

n = 16 bk’,n = Oa
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Ponizszy rysunek przedstawia wyglad membrany i ksztaltt jej przekroju wzdtuz przekatnej
kwadratu D w chwili ¢ = 0.

L R e CL LR

\ - 0063

Kolejny rysunek przedstawia drgania punktu srodkowego (z = y = 0,5) membrany jako funkcje

zmiennej t.

01T

\/\ﬂ/\/\/\f\f\/\/\/

w5, 0.5,

-0.1-+

3.2.2 Membrana kolowa

Zalozmy teraz, ze D jest kotem, D = {(x,y) : 2* + y* < a®} oraz, ze membrana jest zamocowana

na brzegu, tzn.
u(z,y,t) =0 dla 2 + y* = a?, dlat > 0. (3.29)
Zalozmy, ze funkcje ¢ i ¥ opisujace warunki poczatkowe (3.24)) spetniaja zaleznosé
p(z,y) = o(r), Y(@,y) =9(r), gdzie r = a* +y?, (3.30)
tzn. warunki te sg kotowo symetryczne. O funkcjach danych zalézmy, ze ¢ jest klasy C2, pochodna
¢ istnieje i jest przedziatami ciagla, ¢(a) = 0, v jest klasy C', pochodna v istnieje i jest
przedziatami ciagta, ¥ (a) =
Z symetrii réwnania i warunkow wynika, ze rozwigzanie u moze by¢ poszukiwane w postaci

u = u(r,t). Przechodzac do wspétrzednych biegunowych (r, 0), przeksztatlcamy wyjsciowe réwnanie
do postaci (przyjmujemy, ze u nie zalezy od 0)

2 2
0y 10u 1 0°u 0. (3.31)

ot e 2oe
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Stosujac metode Fouriera (separacji zmiennych) dla u(r, t)
nania

R(r)T(t) otrzymujemy dwa réw-
R'(r)+ LR'(r)

B T”(t)
R(r)

= cQT(t) = — )\ = const.

7 warunkoéw brzegowych wynika, ze staty parametr moze przyjmowac¢ wartosci

A=\, =

w|:m

,dlan=1,2, ..
a

gdzie (x,) jest ciagiem dodatnich zer funkcji Bessela Jy
Funkcje Bessela J; okreslone sa wzorem

Ji(2) = féﬁ )"

a ich zera (x,) sa stabelaryzowane. Ponizszy rysunek przedstawia wykres funkcji Jy
1/

05T

IAWAN N
0 W\/\/

cosd
W takim razie funkcja

r ct ct
up(x,t) = Jo (a:n5> [A cos ( a) + By, sin ( - >] dlan=1,2,.. (3.32)

i dowolnych statych A,,, B, jest rozwigzaniem rozwazanego rOwnania speliajacym jedno-
czesnie warunek brzegowy (3.29)).

Pelnym rozwiazaniem zagadnienia, spelniajacym takze warunki poczatkowe (3.30)), jest funkcja
(r,t) okreslona jako suma szeregu

rt):§J0<x”£> [A COS( a)+B Sm( Ctﬂ

3.33
- (3.33)
gdzie stale A, i B, wyznaczone sg za pomocg wzorow
> 7 r 2 f
A, = ——— J(n—>d, B, =
272 (z) /7“90(7") o(x a r
0

vy el ARCG RIS LD
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dlan=1,2,.., Ji(z)=—J(z).

Przyktad

Rozwiazaé¢ zagadnienie drgaii membrany kotowej dla a = 1, o(r) =1 — 72, ¢(r) = 0.

7, danych zadania wynika, ze

/ (1 —7?)Jo(zpr)dr dlan=1,2,.
0

Korzystajac z wtasnosci funkcji Bessela

d n n
" (@)) = 2" (@)

i wzoru rekurencyjnego

i1 (2) + Jpg1 (v) = %Jk( )

oraz stosujac wzor na catkowanie przez czesci otrzymujemy ostatecznie

" l“%Jf(ﬂin) B x?z‘h(xn)’

a zatem rozwigzanie zagadnienia wyraza si¢ wzorem

u(r,t) = 82 P J1 ) o) cos(zpct).

Ponizszy rysunek przedstawia wyglad memebrany i ksztalt jej przekroju osiowego w chwili ¢ = 0.

el LT !
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Kolejny rysunek przedstawia drgania punktu potozonego na osi symetrii membrany jako funk-
cje zmiennej t.

Wl 1)

P

3.2.3 Membrana nieograniczona

Zatézmy teraz, ze rozwazamy réwnanie drgan membrany dla (z,y) € R?. Oznacza to, ze
dane sg tylko warunki poczatkowe opisujace poczatkowy ksztatt membrany i predkos¢ poczatkowa
drgan (3.24)), nie ma za$ warunkéw brzegowych.

Nastepujace twierdzenie okresla warunki dostateczne dla istnienia rozwigzania i podaje jego
postaé (tzw. wzdr Poissona).

Twierdzenie
Jezeli funkcje ¢ i v sg odpowiednio klasy C? i C?, to funkcja u postaci

u(®,y,) = 2rc // Ve —(p— idpdq( 82& 2me // Vet — (p— idpdq (4 —y)?

Kct

gdzie K jest kotem o érodku w punkcie (x,y) i promieniu ct, jest rozwigzaniem rozwazanego
zagadnienia.

]
Przyktad
Rozwiaza¢ zagadnienie drgan membrany nieograniczonej dla danych:
1
c=1 o(z,y) = Tr2 sy U(z,y) = 0.

Stosujac we wzorze Poissona zamiane zmiennych w catce podwdjnej
p=x+rcosa, q=y-+rsina

otrzymujemy wzor na funkcje u w postaci

2t

u(av,y,zf):2 — o(x 4+ rcosa,y + rsina) —— drd& =
ot N —)

0 1
- drd
ot //1+x2+y +r2+2xrcosa+2yrsma,/t2_rz‘ rac
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Ponizszy rysunek przedstawia wyglad membrany w chwili ¢ = 0.

Na nastepnym rysunku widoczne sg ksztatty przekrojow osiowych membrany dla ¢t =0, ¢t = 0, 5,
t=0,6,t=1,t=3,t=6.

1_
= o
= =,
, = 5
= &
-5 i 5
x
04T
= =
= :
=% fg‘ 0.2
& kS
' |
-5 0 3
X
0.2
o o 0.1
= =
£l S . \
N 0 e
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Kolejny rysunek przedstawia drgania punktu potozonego na osi symetrii membrany jako funk-
cje zmiennej t.

1T
P 1 e
s
% 1 _\_\_\_:- 1 1 1 ! 1 L 1 ]
0 1 3 K] i 5 G 7 S Q 10
-0.5—

3.3 Drgania poprzeczne belki

Metoda separacji zmiennych moze by¢ stosowana do rozwigzywania zagadnien granicznych dla
rownan rozniczkowych czastkowych rzedu wyzszego niz drugi. Przyktadem takiego zagadnienia
jest zagadnienie drgajacej belki opisane rownaniem rzedu czwartego

U + ClUpger = 0, dlax € (0;1),¢ >0 (3.35)
z warunkami poczatkowymi

u(z,0) =@ (x), u (,0) = (x) (3.36)

opisujacymi ksztalt poczatkowy belki i poczatkows predkosé drgan oraz warunkami brzegowymi
postaci

u(0,t) = u(l,t) = gy (0,1) = gz (I, 1) = 0. (3.37)

Podobnie jak w przypadku struny, poszukujemy niezerowych rozwiazan réwnania (3.35) spetnia-
jacych jednoczesnie warunki brzegowe (3.37), w postaci u (z,t) = X ()T (t). Prowadzi to do
problemu wyznaczenia wartosci wtasnych A, dla ktérych istnieja niezerowe funkcje X (x) speknia-
jace rOwnanie

XW () " (t)

X - T AER (3.38)

z warunkami

X0)=X({)=X"(0)=X"()=0. (3.39)
Z rozwazan analogicznych do przypadku omoéwionego dla struny jednowymiarowej wynika, ze
jedynymi liczbami \ o tej wlasnosci sg liczby

4
An:(ﬁl—”) dlan=12 ...,

ktorym odpowiadaja funkcje

X, (z) = sin Wl—nm, T, (t) = A, sin [c (Wl—n>2t1 + B, cos [ (Wl—n)Qt} .
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Rozwiazanie zagadnienia (i3.35])-(3.37) mozemy zatem zapisa¢ w postaci

w(z,t) = :Z?Xn (2) T, () = :zz {An sin [c (?)2 t} + B, cos { (Z-”)z t} } sin 7;—”:(; (3.40)

gdzie wspotczynniki A, i B, szeregu (3.40) wyznaczamy z warunkéw poczatkowych
-‘rooB o +c>oA TN 2 o
= n S — T, = n 5 s —x,
¢ (x) ;:1 in—-z Y (z) n§:1 c ( 7 > in—-x
skad wynika ostatecznie, ze

I I
21 2
A, = W/zﬁ(x)sin?:cd:c, B, = 7/¢(x)sin?xd:c, dlan=1,2,....
0 0

3.4 Zadania

1. Rozwiaza¢ réwnanie

0? 0?
_8151; — az—(9 Z = bsinh zx
T

przy jednorodnych warunkach poczatkowych i brzegowych

u(0,t) =0, wu(l,t)=0.

2. Rozwiazaé¢ réwnanie
Pu
o2 0x2
przy jednorodnych warunkach poczatkowych i brzegowych

w(0,t) =0, wu(l,t)=0.

3. Rozwiaza¢ réwnanie
Pu Du
ot 0x?

przy jednorodnych warunkach poczatkowych i brzegowych

= t*z (v — )

uw(0,t) =0, wu(l,t)=0.

4. Rozwiaza¢ rownanie

Pu 0% ou
_ —  _9h— — 2 —
gz~ Vg Mg ~Uu=0

przy jednorodnych warunkach poczatkowych oraz przy warunkach brzegowych

u(0,t)=A, wu(l,t)=0.
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5. Rozwiaza¢ réwnanie

Pu 0%
—_—— (1/ —
ot? O0x?

przy jednorodnych warunkach brzegowych

=0

w(0,t) =0, u(l,t)=0

i warunkach poczatkowych

0 2
u(x,0) =0, 8—1; (x,0) = sin Tﬁx
6. Rozwiaza¢ rownanie
Pu 0%
o220 )
oz~ ¢ Ba2
przy warunkach brzegowych
Ju
0,t)=0 — (I,t) =0
u( Y ) Y aw ( Y )
i warunkach poczatkowych
5 0
u(x,0) = sin 2—7;37, 8_11;6 (x,0) = cos %x
7. Rozwiazaé réwnanie
Pu 0%
— — =0
o~ ox?
przy warunkach brzegowych
ou
0,t) =0 — (l,t) =0
u( ) ) Y ax ( Y )
i warunkach poczatkowych
0 3
u(z,0) =z, 8_7: (x,0) = sin 2%3: + sin 2—7;:1:
8. Rozwigza¢ rownanie
Pu 0%
—_—— a —_—
ot? Ox?
przy warunkach brzegowych
ou ou
—(0,t) =0 — (1) =0
8:6( 4 =0, oz (L2)
i warunkach poczatkowych
ou
0) = — (z,0) =1
U <x7 ) w? at ('T7 )
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9. Rozwiaza¢ rownanie

Pu 0% T
22 @ e = Aexp (—t) sin —-2

przy jednorodnych warunkach brzegowych
u(0,t) =0, wu(l,t)=0

i jednorodnych warunkach poczatkowych

ou
w(z,0) =0,  SH(,0)
10. Rozwiaza¢ rownanie
Pu 0%
W —a @ = Aacexp(—t)

przy jednorodnych warunkach brzegowych
u(0,t) =0, wu(l,t)=0

i jednorodnych warunkach poczatkowych

ou
u (‘/E’ ) ’ at (x7 )
11. Rozwiaza¢ rownanie
Pu 0% _
w —a @ = Asint
przy warunkach brzegowych
ou
0,t) =0 —(,t) =0
w(.0)=0, 55 (LY
i jednorodnych warunkach poczatkowych
ou
0)=0 — (z,0) =0
w(@0)=0, (2,0
12. Rozwiaza¢ rownanie
Pu 0%
W_@:O’ O<z<m t>0

przy warunkach brzegowych
w(0,t) =12,  u(mt) =1t

i warunkach poczatkowych

u(x,0) =sinz,
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13. Rozwiaza¢ rownanie
Pu  u
ot 0x?

przy warunkach brzegowych

=0, O<zx<m t>0

u(0,t) =exp(—t), wu(mt)=t

i warunkach poczatkowych
u(x,0) =sinxcosz,

14. Rozwiaza¢ rownanie

Pu  O%u
W_@:(), 0<ZE<7T, t>0
przy warunkach brzegowych
ou
0,t) =t — t)=1
w0 )=t, St (m1)
i warunkach poczatkowych
0
u(x,0) = sin 5% a—:: (x,0) = 1.
15. Rozwiaza¢ réwnanie
0? 0?
a—g—aQa—Z:siHQt, O<ax<l, t>0
x
przy warunkach brzegowych
0 0 2 . 2
ggmi)za ggaj%:aﬁngﬂn%
i warunkach poczatkowych
0 2
u(x,0) =0, a—?(m,O):—Zcos;x.
16. Rozwiazac¢ réwnanie
ou 0%
— —a" - =0 O<z<l, t>0
ot a2 ’ rsh

w(0,t) =0, wu(l,t)=0
i warunku poczatkowym

- z dla 0<x§%l
M%m_{l—x(mla<x<L
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17. Rozwiaza¢ rownanie

— —a"=— =0, O<zxz<l, t>0

i warunku poczatkowym

u(x,0) = Z
18. Rozwiaza¢ rownanie
ou 0%
— —a == =0 O<z<l, t>0
or o2 T ren

przy warunkach brzegowych
uw(0,t) =0, u(l,t)=0

i warunku poczatkowym

u(z,0) = Ax.
19. Rozwiaza¢ rownanie
ou 0%
— —a"== = I, t
5 a8x2 0, 0<zx<l, >0
przy warunkach brzegowych
ou
—(0,1) =0 [,t) =0
5y (0:1) =0, u(l?)

i warunku poczatkowym

20. Rozwiaza¢ réwnanie

ou 0%
a—a@—o, O<zxz<l, t>0
przy warunkach brzegowych
ou ou
—(0,t) =0 —(,t)=0
8x( ) T Ox (1)

i warunku poczatkowym

21. Rozwigza¢ rownanie

— —a"— =0, O<z<l, t>0
przy warunkach brzegowych
w(0,t) =T, w(l,t)=U
i warunku poczatkowym

u(x,0) = 0.
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