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Rownanie Laplace’a
(1) Au=0 w obszarze ) C R",

gdzie Au =" | uy,,, oznacza laplasjan, tzn. sume wszystkich czystych
pochodnych czastkowych drugiego rzedu funkcji u, jest jednym

z najstynniejszych réwnar roézniczkowych czastkowych. Jedna z przyczyn tego
stanu rzeczy jest wielo$é jego interpretacji fizycznych: réwnanie Laplace’a spetnia
m.in. potencjal pola elektrostatycznego w obszarze pozbawionym tadunkéw oraz
temperatura ciata znajdujacego w stanie réwnowagi cieplnej. Rownanie Laplace’a
pojawia sie takze w teorii funkcji analitycznych, teorii potencjatu

i matematycznym opisie ruchéw Browna; wiaza sie z nim zmagania wielu
znanych matematykow i pytania, ktore w XX wieku doprowadzity do burzliwego
rozwoju rachunku wariacyjnego i teorii rownari rézniczkowych, umozliwiajac
zaprzegniecie do nich niezwykle elastycznych metod analizy funkcjonalne;j.

Stowem, réwnanie Laplace’a jest niczym Stendhalowskie zwierciadlo
przechadzajace sie¢ po goscinicu: odbija sie¢ w nim historia olbrzymiej czesci
analizy matematycznej, a takze fragmenty dalekosieznych teorii, o ktérych przed
stu piecdziesieciu laty nikomu sie nie $nito. Czastke tego odbicia sprobujemy —

z koniecznosci nieudolnie — przedstawi¢ Czytelnikom tego tekstu.

1. W strone Poincarégo

W tej czesci artykulu zajmiemy sie omdéwieniem jednej z metod rozwiazywania
zagadnienia Dirichleta dla réwnania Laplace’a, tj. zadania, ktére polega na
znajdowaniu takiej funkcji u: Q — R spelniajacej rownanie (1), ktora na brzegu
0f) obszaru () przyjmuje z gory zadane wartosci. Bedziemy rozwazaé¢ wytgcznie
klasyczne rozwiazania réwnania Laplace’a, tzw. funkcje harmoniczne: z definicji
sq one klasy C? wewnatrz €2 i spelniaja réwnosé (1) w kazdym punkcie x € Q.

Zaltozymy tez dla uproszczenia, ze obszar ) jest ograniczony i ma brzeg klasy C?.
W 1890 roku Henri Poincaré udowodnil nastepujace piekne twierdzenie.

Twierdzenie. Dla kazdej funkcji ciagtej g: 0S2 — R istnieje doktadnie jedna
funkcja ciggta u: Q2 — R, ktdra na 02 jest rowna funkcji g, a wewngtrz £ jest
harmoniczna. Ponadto, u € C*°(Q).

Wynik Poincarégo stanowi w jakims sensie pomost miedzy epokami klasyczna

i wspolczesng w calej teorii réwnan rézniczkowych czastkowych. Gdyby to
twierdzenie udowodniono kilkanascie lat p6zniej, Hilbert by¢é moze wcale nie
sformutowalby swego XIX problemu. Narzedzia, ktorych Poincaré uzywat

w dowodzie, wyrastaja z roéznych konkretnych, twardych, bardzo klasycznych
rachunkéw — rachunkoéw diugich i meczacych na tyle, by liczne osoby ostatecznie
zrazi¢ do réwnarni rézniczkowych czastkowych. Jednak w samym dowodzie
rachunki w ogoéle juz nie sg istotne: znaczenie maja tylko perspektywa

i doswiadczenie, ktére zdobywa kazdy, kto przez poczatkowa zapore calek

i skomplikowanych wzoréw przebrnie. Liczg sie¢ tylko, w sposéb szalenie
wspoOlczesny, obiekty i ich wlasnosci. Czym owe obiekty sa — stotami, krzestami
czy kuflami z piwem — nie ma juz najmniejszego znaczenia.

Sprobujemy zatem przesledzi¢ droge do twierdzenia Poincarégo wygodnie,
niczym turysta, ktéry nie wykreca kostek na piargach i nie moczy butéw na
lodowcu, tylko w pogodny dzierh napawa sie widokiem z helikoptera.

Przystanek 1: catka z pochodnej normalnej. Rozpoczniemy od jednej
z wersji twierdzenia Stokesa — twierdzenia Gaussa o dywergencji:

(2) /diVde:/V~nda,
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gdzie V jest polem wektorowym klasy C', n oznacza wektor normalny
zewnetrzny na brzegu obszaru {2, a do — naturalng miare powierzchniowa.
Wstawiajac za V' gradient funkcji harmonicznej u, otrzymujemy
ou

(3) 0= o do.

a0
(Lewa strona rownosci (2) znika, gdyz div Vu = Au = 0.) Taka tozsamos¢ jest
spelniona dla dowolnego obszaru Q, w ktorym funkcja u jest harmoniczna (o ile
jej gradient jest ciagly na 09).

Przystanek 2: wlasnosé wartosci $redniej i zasada maksimum.
Nietrudnym wnioskiem z (3) jest

Twierdzenie (wlasnoéé wartosci $redniej). Jesli u € C%(Q) jest
harmoniczna, to dla dowolnego punktu y € Q i dowolnego promienia
R < dist (y, 09) zachodzq réwnosci

1
(4 )=~ [l

T wp R
B(y,R)

gdzie w, = |B™(0,1)| jest miarg Lebesgue’a kuli jednostkowej w R™.

Calka we wzorze (4) jest wartoscig $rednig u w kuli B(y, R). Twierdzenie orzeka,
ze owa Srednia jest rowna wartosci przyjmowanej przez u w srodku kuli.

Dla dowodu oblicza sie pochodna prawej strony wzgledem R. Trzeba dokonaé
takiej afinicznej zamiany zmiennych, by catkowaé¢ po kuli jednostkowej, a pdzniej
zrozniczkowaé pod znakiem calki i przekonaé sie, ze dzigki zaleznosci (3)
stosowanej dla sfer o srodku w zerze mamy

%(TIR” / u(m)dx)zo.

B(y,R)
To oznacza, ze warto$¢ srednia u w kuli B(0, R) w ogole nie zalezy od R.
Przechodzac do granicy R — 0, koriczymy dowdd.

Z wtasnosci wartosci sredniej wynika natychmiast zasada maksimum, gloszaca,
ze funkcja harmoniczna w obszarze () i ciaglta na jego domknieciu 2 przyjmuje
swoje kresy na brzegu tego obszaru. Jesli bowiem M = supg, u, to zbior

Qur: ={2€Q: ulx) =M}
jest naraz i domkniety (co wynika z ciaglosci u), i otwarty (tu korzysta sie
z whasnosci wartodci sredniej). Jesli wiee Qp # 0, to Qpr = Q, tzn. u jest stala.
Jesli za$ w nie jest stala, to nie moze mie¢ maksimow (ani minimow) lokalnych
wewnatrz 2.

7 zasady maksimum wynika, ze zagadnienie Dirichleta dla réwnania Laplace’a
ma co najwyzej jedno rozwiazanie. Gdyby mialo dwa rozwiazania, to ich réznica,
dzieki liniowosci rownania Laplace’a, tez bytaby funkcja harmoniczna i znikataby
na brzegu obszaru — miataby wiec na 9f2 kres gorny i dolny rowny zero, a wiec,
na mocy zasady maksimum, znikalaby tozsamosciowo.

Zauwazmy jeszcze jedno: poniewaz w dowodzie zasady maksimum nie korzysta
sie bezposrednio ani z réwnania Laplace’a, ani z istnienia drugich pochodnych
czastkowych u, to zachodzi ona dla kazdej funkcji ciagtej majacej wtasnosé
wartosci §redniej.
Przystanek 3. Naturalnym zabiegiem, ktéry wykonuje matematyk, rozpatrujac
jakiekolwiek rownanie rézniczkowe czastkowe, jest poszukiwanie szczegédlnych
rozwiazan tego réwnania, np. rozwiazan jakiejs okreslonej, prostej postaci.
Poniewaz rownanie Laplace’a jest niezmiennicze ze wzgledu na obroty, wiec
naturalng rzecza jest poszukiwanie rozwiazan zaleznych tylko od r = |z|.
Wypisujac laplasjan we wspoélrzednych biegunowych i catkujac tatwe rownanie
rézniczkowe zwyczajne przekonujemy sie, ze

1

I(z) = n(2 — n)w,

1
%bgm, n=2

|x|27", n>3



spelnia rownanie Laplace’a w R™ \ {0}.W szczegolnosci dla n = 3 mamy
['(z) = —|x|~1 /47 (prosze przypomnie¢ sobie szkolny wzér na potencjat pola
elektrostatycznego wytwarzanego przez punktowy tadunek). State maja
charakter normalizacyjny; ich rola stanie si¢ jasna za chwile.

7 twierdzenia Gaussa, ktadac w nim V = uVw — wVu, uzyskuje sie tzw. drugi
wzor Greena

ow ou
(5) /(qu — wAu) dx = /(ua—n - wa—n) do,
Q 90

Wstawiajac T'(z — y) w miejsce w(x) otrzymujemy, po nietrudnych rachunkach

i zabawie koniecznej do ominiecia klopotliwej osobliwosci I' w zerze, nastepujacy
wynik.

Twierdzenie. Jesli Q) jest obszarem ograniczonym w R™ z brzegiem klasy C*, to
dla dowolnego punktu y € Q i dla dowolnej funkcji u € C?(2) N CH(Q) takiej, Ze
Au jest funkcjg ograniczong £ ma miejsce réwno$é

(6) u(y) = /I‘(x —y)Au(z) dzx +/<ugz - FgZ) do(x).
Q o9

Jesli u jest harmoniczna, to pierwsza caltka znika i mamy nieomal gotowy przepis
na odczytywanie wartosci u w dowolnym punkcie y € Q. Klopot jest jeden:
z zasady maksimum wynika, ze do okreslenia funkcji harmonicznej u (ogélniej:
funkeji, ktorej laplasjan jest znany) wystarczy znaé wartoéci u| o Wartosci
pochodnej normalnej na brzegu obszaru wcale nie mozna zadaé¢ w dowolny
sposob, co wiecej: nie sposdb w ogdle jej obliczyé, znajac tylko wartosci samej
funkeji v na 992 i nie wiedzgc, jak u wyglada wewngtrz obszaru.
Przystanek 4: funkcja Greena i wzor Poissona. Aby wspomniang przed
chwilg przeszkode ominaé, trzeba zauwazy¢, ze w ostatnim twierdzeniu teza sie
nie zmieni, gdy zamiast I' uzyjemy funkcji
gdzie h jest dowolna funkcja harmoniczna. To jest tatwy wniosek z dowodu.
Gdyby wiec, przy ustalonym y € €2, udato sie tak dobra¢ funkcje harmoniczna h,
by mieé

G(z,y)=T(x —y)+h(z) =0 dla wszystkich = € 99,
to wzor (6) uproscitby sie do eleganckiego przepisu na rozwiazanie zagadnienia
Dirichleta

™ uty) = [ w25 do(a).
Ny

o9
Wprawdzie, jak zauwazyltby uwazny pesymista, problem dobierania poprawki
harmonicznej h w taki sposob, by funkcja Greena G(z,y) = T'(x — y) + h(z)
znikata na 02, jest rownowazny zagadnieniu Dirichleta (bo wszak h ma by¢
funkcja harmoniczng o zadanych wartosciach na brzegu), ale — na szczescie! — dla
dostatecznie prostych i symetrycznych obszaré6w mozna poprawke h tatwo
odgadnac.

Jednym z takich szczesliwych obszaréw jest kula. Odgadywanie poprawki
harmonicznej h i funkcji Greena dla kuli jest w istocie zadaniem z geometrii. Oto
wynik: gdy Q@ = B(0, R), to pochodna normalna funkeji Greena, niezbedna do
wypisania (7), wynosi

0G(z,y) R —Jyl?

= =K dl o0 i Q.
anz nwnR‘xfmn R(xay> axr e iy €

Co wiecej, tzw. wzor Poissona

/ Kg(x,y)g(x) do(z), y € B(0, R);
(8) u(y) = 8B(0,R)
g(y), Y € 83(0, R)

okresla funkcje u ciagly na domknieciu kuli i harmoniczna w jej wnetrzu. Dowdd
tego twierdzenia, gdy wzor na jadro Poissona K jest juz znany, nie jest
szczegoblnie trudny.
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Ktos rzektby, tyle trudu (ktory ogladamy na szczescie w telegraficznym skrocie),
a nauczyliSmy sie jedynie rozwiazywaé zagadnienie Dirichleta dla kuli... Na
szczedcie, jawne wzory maja swoje zalety. Dzieki nim przyszlta pora na

Przystanek 5: zniwa. Ze wzoru Poissona wynika po pierwsze, ze kazda funkcja
harmoniczna jest klasy C°°, a nawet analityczna w sensie rzeczywistym, gdyz
funkcja podcatkowa w tym wzorze w taki wlasnie sposob zalezy od zmiennej y.
Po drugie, wynika zen, ze kazda funkcja w ciagta w obszarze 2, ktéra na
dowolnej kuli w  ma wlasnosé wartosci sredniej, tzn. zachodzi dla niej

rowno$é (4), musi by¢ w  harmoniczna.

Aby sie o tym przekonaé¢, wezmy dowolng kule otwartg B, ktorej domkniecie
zawiera si¢ w (2. Okreslmy wzorem Poissona funkcje h € C?(B) N C°(B)
harmoniczng w kuli B i rowng w na 0B. Funkcja u = w — h ma w kuli B

(i wszystkich kulach w niej zawartych) wlasnosé¢ wartosci éredniej, spelnia wiec
zasade maksimum. Ale v = 0 na 0B, wiec u znika w B, co oznacza, ze w = h jest
harmoniczna w B.

Po trzecie, dla punktéow y z nieco mniejszej kuli B(0, R/2) i wszystkich
x € 9B(0, R) jadro Poissona, z dokladnoscia do statego czynnika, jest rowne
R'=™; &ciglej, istnieja dwie stale dodatnie C; i Cy takie, ze

Ci1R'™ < Kg(z,y) < CoKg(z,y)  dlay e B(0,R/2)ixc dB(0,R).

Jesli wiec u jest dodatnia na 0B(0, R) (a zatem, z zasady maksimum, dodatnia
w calej kuli), to wartosci u we wszystkich punktach mniejszej kuli B(0, R/2) sa
poréwnywalne (bo poréwnywalne sa funkcje podcatkowe we wzorze Poissona).
Sciglej,

sup u < C inf u

Brys Br/2
dla pewnej statej C, zaleznej jedynie od wymiaru przestrzeni. Jest to tzw.
niero6wno$¢ Harnacka. Oczywiscie zamiast R/2 mozna, kosztem stalej, wziaé
promieri AR dla dowolnego A € (0,1).

Stad wyplywaja kolejne wnioski: monotoniczny ciag funkeji (v;) harmonicznych,
ktory jest zbiezny choéby w jednym punkcie y obszaru €2, jest zbiezny niemal
jednostajnie (nieréwnosé¢ Harnacka, stosowana do majacych staty znak funkcji

uj — ug, pokazuje, ze lokalnie jest spelniony jednostajny warunek Cauchy’ego),

a jego granica tez jest funkcja harmonicznag (bo skoro zbieznosé jest niemal
jednostajna, to wlasnosé wartosci $redniej jest w granicy zachowana). W zblizony
spos6b dowodzi sie, ze kazdy wspolnie ograniczony ciag funkcji harmonicznych
ma podciag, ktéry jest niemal jednostajnie zbiezny — z pochodnymi czastkowymi
wszystkich rzedow! — do funkcji harmonicznej.

Widag¢ teraz, jak poteznym warunkiem jest harmoniczno$é. To dzieki niej ze
skapych informacji o zachowaniu samych funkcji czerpiemy wiedze o zbieznosci
pochodnych, o gltadkodci granicy, o tym, ze u = limu; spelnia to samo réwnanie
rézniczkowe, ktore spetniaja funkcje u;.

Przystanek 6: szkic dowodu twierdzenia Poincarégo. Pomys! Poincarégo
polega na tym, by umiejetnosé rozwiazywania réwnania Laplace’a w dowolnej
kuli, oraz wyplywajaca z niej wiedze o ciagach funkcji harmonicznych,
wykorzystaé¢ do rozwigzania zagadnienia Dirichleta w dowolnym obszarze.

W skrocie: skoro umiemy produkowaé funkcje harmoniczne na kuli, a ciagi
funkeji harmonicznych zachowuja sie bardzo przyzwoicie, to wezmy jakakolwiek
funkcje spelniajacg warunek brzegowy i poprawiajmy ja nieskonczenie wiele razy
na réznych kulach zawartych w obszarze, a w granicy otrzymamy rozwigzanie
zagadnienia Dirichleta.

Oto nieco doktadniejszy opis. Przedstawmy (w dowolny sposob) 2 jako
przeliczalng sume zawartych w € kul domknietych,

O=D5B UByUB3U..., BiCleawszystkich 7.

liczba naturalna wystepuje nieskoriczenie wiele razy. Mozna wziaé np. ciag
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12123123412345 . .. Rozwazmy skojarzony z takim ciagiem (i)k=12,... ciag
operatorow . .
Py CO(Q) — CO(Q)
zdefiniowanych nastepujaco: jesli u jest dowolna funkcja ciagta na domknieciu
obszaru (2, to
_ Ju(z), xe€Q\B,
Prufz) = {h(w), x € By, gdzie Ah =0w B;, i h =u na 0B;,
Innymi stowy, operator Py nie zmienia wartosci v poza kulg B;, , natomiast
w B;, zastepuje u funkcja harmoniczna, dbajac o to, by sklejenie na brzegu
kuli B;, odbylo sie¢ w sposob ciagty.
Korzystajac z twierdzenia Tietzego, zalozmy bez zmniejszenia ogolnosci, ze
warunek brzegowy Dirichleta g: 9 — R jest w istocie okreslony na catym (.
Okreslmy rekurencyjnie ciag funkcji
Ug :=g, wuy:=Pug, u2:=Puy, ..., up:=DFPui_1,
Poincaré wykazal, ze ciag uy jest zbiezny jednostajnie, a jego granica jest funkcja
harmoniczng w €2, rowng g na brzegu obszaru 2. O tym, ze zagadnienie
Dirichleta ma co najwyzej jedno rozwiazanie, ktore w dodatku (o ile istnieje)
musi by¢ klasy C*°, dowiedzieliSmy sie juz wczesniej.
Gdy juz sie udowodni, ze ciag uy jest jednostajnie zbiezny, to harmoniczno$é jego
granicy jest wlasciwie oczywista: na kazdej z kul B; pewien podciag ux — o tych
numerach k, dla ktérych i, = j — sklada si¢ z funkcji harmonicznych w B;, wigc
jego granica jest harmoniczna. Oto szkic dowodu zbieznosci ciagu uy.

Krok 1. Gdy g jest klasy C? i ponadto Ag > 0 w €2, to wtedy korzystajac

z zasady maksimum stosunkowo tatwo dowodzi sie, ze ciag uy jest rosnacy i
ograniczony z gory przez np. sup ¢g. Dla ustalonego j podciag u; numerowany
tylko tymi £, dla ktérych i, = j, jest wiec w kuli B; monotonicznym ciggiem
funkcji harmonicznych. Ze wspomnianego wyzej twierdzenia Harnacka wynika
jego zbieznoé¢ w B;, a z monotonicznodci cafego ciggu uy — zadany wynik.

Krok 2. Gdy g jest klasy C?, ale nie wiemy, jaki jest znak laplasjanu g, to
rozwazamy funkcje § = g + co|x|?. Dla odpowiednio duzej statej ¢y ma ona
dodatni laplasjan. Dowdd, dzieki krokowi pierwszemu, powiedzie sie zaréwno dla
ciagu ug, w ktorym wezmiemy ug = g, jak i dla ciggu uy, w ktérym weZmiemy
up = colx|?. Zatem, dzieki liniowosci rownania Laplace’a i rozpatrywanych
operatorow Py, powiedzie sie takze dla ug = g.

Krok 3. W og6lnym przypadku potrzebny jest niezbyt skomplikowany argument
aproksymacyjny, wykorzystujacy gestosé funkcji klasy C?(Q) wéréd wszystkich
funkcji ciagltych na domknieciu obszaru €.

Gladkos¢ brzegu jest potrzebna, by wykazaé, ze mimo nieskoniczonej liczby
poprawek we wnetrzu obszaru nic nie psuje sie przy brzegu i funkcja u = lim uy,
tez spelnia ten sam warunek brzegowy, co wszystkie gi (co weale nie jest rzecza
oczywista). Zalozenie O € C? jest zreszta zbyt silne, ale to temat na inna, dtuga
opowiesé.

2. Metody wariacyjne

Moéwiac o réwnaniu Laplace’a i o sposobach rozwiazywania, nie sposéb nie

wspomnieé¢ o metodach wariacyjnych. Zagadnienia wariacyjne dotycza problemu
minimalizacji funkcjonaléw postaci

(9) Flu) = / f (e u(z), Va())dz,
Q

gdzie ) jest otwartym podzbiorem R™, u jest funkcja okreslong na 2

o wartosciach rzeczywistych (w ogolnym przypadku wektorowym, ktérym na razie
nie bedziemy sie zajmowaé, funkcja o wartosciach w przestrzeni R™),

a f=f(x,s,¢), tzw. lagranzjan, jest funkcja okreslona na Q x R x R

o wartosciach rzeczywistych.

Ekstremoéw funkeji n zmiennych rzeczywistych szukamy, obliczajac pochodna
i przyréownujac ja do zera. Podobna procedura dla funkcjonatéw, zaleznych od
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funkcyjnej, nieskonczenie wymiarowej zmiennej u, prowadzi do tzw. rownan
Eulera-Lagrange’a

0 3}
Z@% (857 z,u Vu)) = 6_£($’U’VU>'

Funkcja u minimalizujaca funkcjonal (9) spelnia powyzsze rownanie. W ten
sposoéb dostajemy naturalny zwiazek miedzy zagadnieniami wariacyjnymi

a réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi, zwlaszcza z pewng ich klasa, tzw.
rownaniami eliptycznymi.

Modelowym przyktadem jest funkcjonat Dirichleta

u):/|Vu|2dx.
Q

Rozpatrzmy problem minimalizacji tego funkcjonatu przy zadanym warunku
brzegowym. Innymi stowy: wsréd wszystkich funkcji v : Q2 C R™ — R,
spelniajacych warunek

U = ug na brzegu 0f) obszaru (2,

gdzie ug jest ustalona, chcemy znalezé te, dla ktorej funkcjonal osigga
najmniejsza warto$¢. Gdy u jest potencjalem pola elektrostatycznego w obszarze
pozbawionym tadunkoéw, to funkcjonatl F' jest energia pola, a rownanie
Eulera-Lagrange’a dla F' to wlasnie rownanie Laplace’a

Au =0 na zbiorze £
uzupetnione warunkiem brzegowym
u=1ug na .
Tzw. zasada Dirichleta gtosi, ze

Twierdzenie. Rozwigzaniem réwnania Laplace’a jest funkcja uw minimalizujgca
funkcjonat Dirichleta.

Pojawiaja si¢ jednak naturalne pytania:

1. Czy w ogdle istnieje kres dolny wartosci tego funkcjonatu?
2. Czy minimum jest osiagane dla pewnej funkcji u?

Pytanie 1 wymaga przyjecia pewnych zalozeri o funkcjonale. Jednym z
naturalnych zalozen jest wypuktosé funkcji podcatkowej f = f(z, s,£) wzgledem
trzeciej zmiennej. W przypadku skalarnym, gdy u: Q — R, taka wypuklosé
gwarantuje np warunek silnej eliptycznosci

Z

Dla funkCJonalu Dirichleta ten warunek jest spelniony: f = f(£) = [£]?.
Zagadnienie wariacyjne, w ktorym funkcjonal spelnia warunek silnej
eliptycznosci, nazywamy regularnym.

in; >0 dl = sy Mn) €R™, 0;
aglagﬂ”ﬂ a n=(m Nn) n#

Pytanie 2 wiaze si¢ dodatkowo z pytaniem, dla jakich funkcji u catka z kwadratu
gradientu jest skonczona. Te pytania prowadza nas do pojecia tzw. slabego
rozwigzania.

W podanym przyktadzie funkcjonatu Dirichleta funkcji minimalizujacej moznaby
poszukiwaé w przestrzeni C'. Jest to jednak zty pomyst. Wprawdzie C* jest, ze
swa naturalng topologia, przestrzenia Banacha, lecz zbiory domkniete

{[ |Vu|? dz < t} nie sa w tej topologii zwarte! Brak wiec naturalnego narzedzia,
ktore pozwalatoby dowodzi¢, ze minimum jest osiaggane. Trzeba dobraé¢ inna,
odpowiednig przestrzen funkcyjna; okazuje sie, ze jest nig przestrzeri Sobolewa
Wh2(Q). Aby podaé jej definicje, zaczniemy od waznego pojecia:

Slabym gradientem funkcji f nazywamy funkcje v :  — R", spelniajaca

rO6WNos¢
/u-V¢dm=—/v¢dm

Q Q
dla kazdej funkcji ¢ € C§°(Q).
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Latwo zauwazy¢, ze jezeli funkcja u jest rozniczkowalna, to jej klasyczny gradient
jest rowny stabemu gradientowi, a podany wyzej wzor bierze sie z catkowania
przez czesci 1 wykorzystania tego, ze funkcja ¢ ma zwarty nosnik. Dlatego tez
staby gradient oznaczamy Vu, tak samo, jak gradient rozumiany klasycznie.
Mozemy teraz powiedzieé, ze przestrzen Sobolewa W12(Q) jest przestrzenig tych
funkcji catkowalnych z kwadratem, ktorych stabe gradienty sg réowniez
calkowalne z kwadratem. Jest to przestrzen Banacha z norma

[ullwrz = [lullLz + [IVull 2.
Przez W, (Q) bedziemy oznaczaé domkniecie przestrzeni C5° w W12,

Twierdzenie. W przestrzeni Sobolewa W12(Q) istnieje funkcja u taka, ze
u— ug € W01’2(Q), ktora minimalizuje funkcjonat Dirichleta.

(Dowdd nie jest trudny. Trzeba wiedzie¢, ze ograniczony ciag w przestrzeni L?
zawiera podciag zbiezny w stabej topologii.)

Taka funkcje bedziemy nazywaé¢ stabym rozwigzaniem zagadnienia Dirichleta
dla réwnania Laplace’a. No dobrze, ale jak ono sie ma do klasycznego
rozwiazania? ChcielibySmy przeciez, aby funkcja bedaca rozwiazaniem byta co
najmniej dwukrotnie rézniczkowalna. .. inaczej napis Au = 0 traci caly swoj
klasyczny sens. Na szczescie tak jest — stynne twierdzenie zwane lematem Weyla
gltosi bowiem, ze

Twierdzenie [Weyl|. Stabe rozwigzanie u problemu Dirichleta jest funkcjg
gtadkq (klasy C™).

(Teza zachodzi przy ogdlniejszych zalozeniach: kazda dystrybucja, ktéra spetnia
réwnanie Laplace’a w sensie dystrybucyjnym, jest w istocie gtadkim, klasycznym
rozwigzaniem réwnania Laplace’a.)

Naszkicujemy teraz dowod powyzszego twierdzenia. Korzystaé bedziemy z tego,
ze stabe rozwiazanie rownania Laplace’a spelnia nastepujacg rownosé

(%) Q/VuV<p =0

dla dowolnej funkcji gtadkiej ¢ o zwartym nosniku w . O funkcjach ¢ mozemy
mys$leé jak o nieskoriczenie wielu testach, z ktérych kazdy sprawdza, czy u
spelnia rownanie Laplace’a: jesli u pomyslnie przejdzie wszystkie testy, to znaczy,
ze jest rozwiazaniem (stabym). Aby wykazaé, ze funkcja u € W12(Q) spelniajaca
wszystkie testy jest gtadka, wykazemy najpierw, ze spetnia ona tzw. nieréwnosé
Caccioppoli, ktora stanowi swoiste przeciwieristwo nieréwnosci Poincarégo:
szacuje mianowicie norme gradientu funkcji u w L? poprzez norme samej funkcji
u w L? liczonej jednak na wickszym zbiorze:

(4) [ v e [

B(R) B(R)
gdzie B(R) oraz B(R’) sa kulami o wspo6lnym érodku i promieniach R oraz R’
(R’ < R) zawartymi w 0, a stala C' > 0 nie zalezy od funkcji u.
Wykazemy najpierw nierownos$é (xx) dla gladkiej funkcji v spelniajacej (x).
Niech ¢ bedzie funkeja gltadka, ktora zeruje sie poza B(R), jest rowna 1 na
B(R'), przyjmuje wartosci tylko z przedziatu [0, 1] oraz jej gradient spelnia
nier6wnosé |Vo| < ﬁ (Taka funkcja oczywiscie istnieje, co latwo zrozumieé,
wyobrazajac sobie Sciety stozek po odpowiednim wygtadzeniu kantow).
Przyjmijmy w (%) jako funkcje testujaca ¢ = u¢?. Otrzymamy

[ vutior <2 [(vallonvelu).
Q Q
Z nieréwnosci Schwarza zastosowanej dla prawej strony (po podzieleniu obu

1/2
stron przez ( Ik |Vu2|¢|2) i skorzystaniu z wlasnosci ¢) otrzymujemy
Q

z tatwoscia (x%) ze stala C = ﬁ. Skoro u byto gtadkie i harmoniczne

(tj. spelniato rownanie Laplace’a), to takze pochodne u sg gladkie i harmoniczne,
wiec rozumowanie mozemy powtérzyé w odniesieniu do nich i uzyskaé szereg
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David Hilbert (1862-1943)

nieréwnosci

(xx%) e / |V2u? < ' / |Vul?> < C / |ul|?.

B(R") B(R) B(R)
Gdybys$my powyzszy ciag nieréwnosci uzyskali tylko przy zaltozeniu, ze funkcja u
nalezy do W12(€), to dowod bylby juz zakoriczony. Istotnie, z (+*x) wynika, ze u
nalezy do przestrzeni Sobolewa W#2(Q) dla kazdego k naturalnego, wiec u musi
by¢ funkcja gladka. Niestety, ciag nieréwnosci (##*) udowodnilismy przy
zalozeniu gladkosci u. Nie jest to jednak duzy problem, gdyz tatwo mozna
sprawdzi¢, ze ciag Uy = u* ¢y, gtadkich przyblizen funkcji u, uzyskanych przez
splatanie u z tzw. aproksymatywna jednoscia, tez spelnia rownanie (%) dla
dowolnego ¢ € C§°(2), a zatem spetnia rowniez (x+x). Stad dla samej funkcji u
— jako dla granicy tego ciagu — takze zachodzi ciag nieréwnosci (k).
W konsekwencji u jest gtadkie. Koniec dowodu.

W dalszej czesci przyjrzymy sie pokrdtce metodom wariacyjnym, ich rozwojowi
i problemom z nimi zwigzanym, poczawszy od stynnego wykladu Dawida
Hilberta na kongresie matematycznym w roku 1900 w Paryzu. Trzy z jego
probleméw dotycza zagadnienn wariacyjnych: XIX, XX oraz XXIII. Zacytujmy
w wolnym przekladzie fragmenty dwoch pierwszych:

XX problem: Czy kazdy regularny problem wariacyjny ma rozwigzania, przy
odpowiednich zatozeniach na warunek brzegowy (np. Ze funkcje wystepujgce

w warunkach brzegowych sq ciggte © kawatkami rozniczkowalne jeden lub wiecej
razy) i, w razie potrzeby, odpowiednim rozszerzeniu pojecia rozwigzania?

XIX problem: W geometrii, mechanice i fizyce matematycznej role grajq
gtownie reqularne problemy wariacyjne; powstaje naturalne pytanie: czy wszystkie
takie problemy dopuszczajg jedynie analityczne rozwigzania? I czy jest tak
rowniez wtedy, gdy rozwigzan szukamy, jok w problemie Dirichleta z funkcja
potencjatu, wsrod funkcji z warunkiem brzegowym ciggtym, ale nie analitycznym?
Problemy te celowo zostaly zacytowane w odwrotnej kolejnosci. Pierwszy z nich
dotyczy istnienia rozwiazan zagadnien wariacyjnych, drugi — regularnosci
rozwiazan. Problemy Hilberta przyspieszyly rozwoj dziedziny matematyki
nazywanej rachunkiem wariacyjnym oraz innych dziedzin z nia zwiazanych —
szczegOlnie teorii nieliniowych eliptycznych réwnan czastkowych drugiego rzedu.
Przyjrzyjmy sie najwazniejszym wynikom, ktorymi zaowocowalo poszukiwanie
odpowiedzi na powyzsze pytania.

3. Oszacowania a priori

Tzw. oszacowania a priori wiaza sie z nieformalng zasada, ktora glosi, ze jesli
mozna pokazaé, zZe rozwigzania nieliniowego réwnania rézniczkowego czgstkowego
spetniajg odpowiednie oszacowania — nie sprawdzajgc wezesniej, ze owe
rozwiqzania istniejg — to rozwiqzania rzeczywiscie 1stniejq.

Podobnie mozemy dowodzi¢ wyzsza regularnosé¢ rozwiazan: opierajac sie na
zalozeniu, ze takie rozwiazania istnieja.

Wprowadzenie tej metody, ktéra do dzisiaj pelni centralng role w teorii istnienia
i regularno$ci rozwiazai rownan rézniczkowych czastkowych, zawdzieczamy

S. Bernsteinowi, ktory najpierw, w roku 1904, wykazal, ze w R? kazde
rozwigzanie klasy C® nieliniowego réwnania eliptycznego o wspotczynnikach
analitycznych jest funkcja analityczna, a nastepnie w latach 1906-12 napisat
szereg waznych prac dotyczacych istnienia rozwigzan.

Wyniki Bernsteina daty poczatek serii prac dotyczacych zagadnien istnienia

i regularnosci dla nieliniowych rownan eliptycznych, w ktorych funkcja
niewiadoma zalezy od dwoch zmiennych. Liechtenstein w roku 1912 wykazal, ze
rozwigzania klasy C? réwnania nieliniowego sa klasy C® (a wiec analityczne),

a w roku 1929 Hopf — ze rozwiazania holderowskie (klasy C1®) sa klasy C?

(a wiec analityczne).

Inne pracy dotyczyty uogoélnienn na przypadki wiekszej ilosci zmiennych oraz
uktadoéw rownan eliptycznych. Dla zrozumienia waznosci oszacowarn a priori
szczegOlnie istotne byty prace Leraya, Schaudera i Caccioppoli.
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W pracy z roku 1934 Leray i Schauder wprowadzili schemat linearyzacji
wyjsciowego réwnania nieliniowego i zredukowali problem znalezienia rozwiazania
dla tegoz réwnania nieliniowego do zagadnienia znalezienia punktu stalego
pewnego operatora liniowego. (Jest to najwazniejsze zastosowanie twierdzenia
Schaudera o punkcie stalym.) Pokazali tez, ze uzyskiwanie oszacowan a priori
(dla rozwiazan wyjsciowego rownania nieliniowego oraz dla rozwiazai problemu
zlinearyzowanego) otwiera droge do twierdzeni o istnieniu.

Podstawowe oszacowania a priori dla liniowych réwnain eliptycznych
zawdzieczamy Schauderowi. W przypadku réwnan nieliniowych nie ma zadnej
ogoblnej metody znajdowania takich oszacowarni; walka o ich uzyskanie jest za
kazdym razem gléwnym wysitkiem matematyka zmagajacego si¢ z tym czy
innym konkretnym réwnaniem.

Oszacowania typu Caccioppoli sa szczeg6lnie wazne w teorii regularnosci.
Najprostszy przyktad tego typu oszacowan to wyprowadzona wczesniej
nieré6wnos$é Caccioppoli dla rownania Laplace’a Au = 0:

|oVulls < ClluVe|2 dla dowolnej funkcji ¢ € C§°(Q).

4. Metody bezposrednie rachunku wariacyjnego

Tzw. metody bezposrednie rachunku wariacyjnego stuza do znajdowania
rozwigzan zagadnieri wariacyjnych i opieraja sie na nastepujacym schemacie:

1. Pokazujemy, ze na odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej funkcjonal F jest
ograniczony i stabo poélciagly z dotu. Termin odpowiednia przestrzer
funkcyjna oznacza, ze funkcjonal jest dobrze okreslony, a przestrzeri
wyposazona jest w dobre pojecie zbieznosci — chodzi o to, aby mieé
wlasno$é zwartosci, ktora bedzie potrzebna w punkcie 2.

Mowimy, ze funkcjonal F jest (ciagowo) polciagly z dotu, jesli
z zalozenia, ze v — v wynika, ze liminfy_,o F(vg) > F(v).

2. Z punktu 1 wynika, ze istnieje ciag minimalizujacy {u;}, tzn. taki, ze
F(uj;) — inf F'. Pokazujemy, ze jest on zbiezny do funkcji u nalezacej do
rozwazanej klasy funkeji (tu wlasnie potrzebna jest zwartosc). Stad oraz
z wlasnoéci funkcjonatu wynika, ze F(u) = min F.

Schemat, znany od dawna (prosze pomysleé, jak dowodzi sie, ze funkcja ciagla
osiaga kresy na odcinku domknietym), stanowil standardowe podejscie do
probleméw wariacyjnych. W tej formie, tzn. z wykorzystaniem warunku
polciaglosci, zostal wprowadzony przez L. Tonellego w roku 1913. Rozwazal on
funkcjonaty spelniajace warunek wzrostu

flz,8,8) > crlg]" —co, dla ¢ >0, r>n=dimQ
oraz przestrzen funkcji absolutnie ciagtych ze zbieznoscia jednostajna.

Przetom w metodach bezposrednich rachunku wariacyjnego stanowity prace
Sobolewa i Morreya z lat 1937-1948. Zostala w nich wprowadzona wspomniana
wezedniej przestrzeri Sobolewa W¥P(Q) oraz sformutowane twierdzenie Sobolewa
o wlozeniu:

Twierdzenie. Jesli f € WHP(Q) oraz 1 <p <n, to f € L*(Q) dla s = &

—p
oraz

[flle < CE)NSfllwr .
Jesli f € WHP(Q) dla p > n, to f jest hélderowsko ciggta na 2.

Schemat poszukiwania rozwiagzan zagadnien wariacyjnych wyglada teraz
nastepujaco:

1. Z funkcjonatem F' laczymy odpowiednia przestrzeri Sobolewa (dla takiej
przestrzeni warunek polciaglosci z dotu funkcjonalu F' jest w naturalny
sposob spelniony);

2. Korzystajac z oszacowan a priori (dla ich uzyskania istotnym elementem
jest m.in. twierdzenie Sobolewa o wlozeniu) pokazujemy, ze istnieje zbiezny
ciag minimalizujacy {u;}. Otrzymujemy w ten sposob istnienie tzw.
stabego rozwiazania.

3. Pozostaje wykazaé, ze slabe rozwiazanie jest funkcja odpowiednio wiele
razy rézniczkowalna.



Ta metoda utatwia dowody istnienia odpowiednio zdefiniowanych rozwiazan
wielu zagadnienn wariacyjnych. Kluczowa trudnosé zostata jednak przerzucona na
wykazanie, ze to, co sie uzyskuje, rzeczywiscie jest prawdziwym rozwiazaniem,
funkcja rézniczkowalna odpowiednia liczbe razy — czyli na problem regularnosci
rozwiazan.

Metoda zapoczatkowana pracami Morreya i Sobolewa zaowocowala wieloma
pieknymi wynikami. Warto wymienié¢ tutaj prace Bersa, Bojarskiego, Nirenberga
dotyczace nieliniowych réwnan drugiego rzedu na funkcje dwoéch zmiennych
rzeczywistych, prace Ladyzenskiej i Caccioppoli dotyczace uktadéow réwnan
liniowych drugiego rzedu z gtadkimi wspoélczynnikami oraz prace Friedrichsa,
Johna, Nirenberga dotyczace uktadéow wyzszych rzedow.

5. Problem hdlderowskiej ciaglosci dla nieliniowych réwnan
na funkcje n zmiennych

W rozdziale 3 mowa byta o wezesnych wynikach dotyczacych regularnosci
rozwiazan nieliniowych réwnan eliptycznych ze wspoélczynnikami analitycznymi.
Wyniki mozna stresci¢ moéwiac nieprecyzyijnie, ze kazde dostatecznie gtadkie
rozwigzanie regularnego problemu wariacyjnego jest funkcjqg analityczng.

W przypadku stabych rozwiagzan (nalezacych do odpowiedniej przestrzeni
Sobolewa) pozostaje pokazaé, ze takie rozwiazanie jest dostatecznie gladkie,
doktadniej méwiac, ze pochodne takiego rozwigzania sg funkcjami hélderowsko
ciagglymi.

W pracy Morreya z 1938 roku hélderowska ciaglo$é rozwiazan zostata pokazana
w przypadku uktadéw rownan dwoch zmiennych rzeczywistych. Problem réwnan
nieliniowych na funkcje n zmiennych byt otwarty az do lat ’50-tych. Przelom
nastapil za sprawa Ennio De Giorgi. W latach 1957 — 58 udowodnit on, ze jesli v
jest stabym rozwigzaniem (klasy W1?2) nieliniowego réwnania eliptycznego
drugiego rzedu

n
(].0) Z Dl (aij(x)Djv) = 0,
i,j=1
gdzie wspoélczynniki a;; sa mierzalne oraz spelniajg tzw. warunek naturalnego
wzrostu (inaczej warunek jednostajnej eliptycznosci)

mle)? <> aij(2)&68 < MIEPP dla (R, z€Q,

to u jest funkcja holderowsko ciagla (w tym samym czasie analogiczny wynik dla
rownan parabolicznych udowodnit J. Nash). Opierajac sie na tym twierdzeniu
De Giorgi udowodnil, ze kazde stabe rozwigzanie minimalizujace jednostajnie
eliptyczne analityczne zagadnienie wariacyjne postaci

F(u)= [ f(Vu)dx
/

jest funkcja analityczng w 2 C R™. Najwazniejszy pomys! jest prosty: jesli u
minimalizuje funkcjonal F', to kazda z jego pochodnych czastkowych v = uy,
spelnia rownanie (10). Mimo iz wyjsciowe rownanie Eulera—Lagrange’a mogto
by¢ nieliniowe, (10) jest rownaniem liniowym. Dzieki istnieniu (stabych)
rozwigzan nieliniowo§¢ zostala umieszczona we wspoétczynnikach a;;.

Metoda De Giorgi stala sie waznym narzedziem w teorii rownari rézniczkowych
czastkowych. Duze znaczenie mial takze inny dowod twierdzenia De Giorgi,
podany przez Mosera w roku 1960, w oparciu o nieréwnos¢ Harnacka: jesli u jest
dodatnim stabym rozwigzaniem jednostajnie eliptycznego réwnania, a €’ jest
zwartym podzbiorem €2, to

maxu < C minu.

Q o

Stad dostajemy twierdzenie Liouville’a: rozwiazanie okreslone na R™, ktore jest
ograniczone, musi by¢ stale.

6. Uklady réwnan i réwnania wyzszych rzedéw

W przypadku, gdy v jest funkcja wektorowa, tzn. u : Q C R™ — R™, a wiec gdy
mamy do czynienia z ukladem réwnan eliptycznych, sprawa przedstawia sie
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o wiele gorzej. W roku 1968 De Giorgi podal przyktad jednostajnie eliptycznego
liniowego uktadu réwnan typu wariacyjnego, tzn. pochodzacego od funkcjonatu
postaci

F(ﬁ):/f(x,Vﬁ(x))dx
Q

z ograniczonymi, mierzalnymi wspotczynnikami o kwadratowym wzroscie, ktory
X

ma nieciagte (a wiec tym bardziej nieanalityczne) rozwiazanie IERE gdzie v > 1.

Rok poézniej Giusti i Miranda podali analogiczny przyktad dla jednostajnie
eliptycznego funkcjonatu postaci

P(id) = / (@, Vit(z))dz
Q

o wspoélczynnikach analitycznych. Na tym tle szczegbélnego znaczenia nabraty
wyniki Morreya z tego okresu dotyczace regularnosci rozwiazan dla uktadow
réwnan na funkcje n zmiennych.

Metoda Morreya opierala sie na nowej metodzie zwartosciowej De Giorgi
i Almgrena, wprowadzonej przez nich przy badaniu powierzchni minimalnych.

Metoda ta w skrocie moze byé opisana nastepujaco: przypusémy, ze chcemy
udowodnié¢, ze pewne lokalne oszacowanie a priori zachodzi dla wszystkich
rozwiagzan problemoéw wariacyjnych z pewnej klasy, ktéra jest niezmiennicza ze
wzgledu na liniowa zamiane zmiennych. Zalézmy, ze tak nie jest. Mozemy wtedy
znalezé punkt xo 1 pewnien ciag réwnan (ukladéw rownan) eliptycznych
okreslonych na ustalonym zbiorze 2 5 xg, dla ktérych rozwazane oszacowanie nie
jest spelnione na coraz mniejszych otoczeniach x(. Przez liniowa zamiane
zmiennych mozemy przeksztaltci¢ kazde tych otoczen na pewien ustalony
podzbior R™ otrzymujac ciag réwnan okreslonych na coraz wiekszych obszarach
w R”. Nadal przy tym pozostajemy w rozwazanej klasie réwnan. Stosujac
odpowiednie twierdzenia o zbieznosci rozwiazan — idealnym pierwowzorem tego,
co mozna uzyskaé, sa tu rozmaite twierdzenia o zbieznosci ciagéow funkeji
harmonicznych — pokazujemy, ze ciag rozpatrywanych rozwigzan jest zbiezny do
rozwigzania pewnego rownania granicznego, zdefiniowanego na catym R™.
Badane przez nas oszacowanie a priori nie jest spelnione dla rozwiagzania tego
problemu granicznego. Z drugiej strony jednak przez przejécie graniczne
otrzymujemy prostsze réwnanie niz wyjsSciowe réwnania nieliniowe — np. liniowe
o statych wspolczynnikach. Dla takiego réwnania badane oszacowanie powinno
by¢ prawdziwe, co prowadzi do sprzecznosci.

Metoda ta wymaga przyjecia dodatkowych zalozen o lokalnym zachowaniu sie
rozwiazania w punkcie. Z reguly zalozenia te spelnione sa w prawie kazdym
(z doktadnoscia do zbioru miary 0) punkcie przestrzeni — i w rezultacie
oszacowania sg prawdziwe tez jedynie w prawie kazdym punkcie przestrzeni.
Otrzymujemy zatem regularno$¢ rozwiazan prawie wszedzie.

Postugujac sie ta metoda, w roku 1968 Morrey udowodnit, ze rozwiazania
zagadnienia minimalizacji funkcjonatu wariacyjnego niejednostajnie eliptycznego
typu

F(u) = /f(x, Vi)dx
o wspotcezynnikach analitycznych sg analityczne prawie wszedzie. Analogiczny

rezultat uzyskal tez dla zagadnienia minimalizacji funkcjonaléw wariacyjnych
jednostajnie eliptycznych typu

F(@) = /f(x,ﬁ, Vi)dx
o wspolczynnikach analitycznych.

Przy tej okazji powstal problem opisu zbioru singularnego, tzn. zbioru, na ktérym
rozwiazanie przestaje by¢ ciagle (gtadkie). W latach 1970-72 Giusti i Miranda
uproscili rozumowanie Morreya i znalezli oszacowanie na miare Hausdorffa zbioru
punktoéw nieanalitycznosci. Mozna réwniez zadawaé pytania o strukture zbioru
singularnego — czy jest on np. semianalityczny? — oraz o zalozenia, ktore
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implikuja regularnosé¢ w kazdym punkcie. Warto w tym miejscu wspomnie¢
o pracy K. Uhlenbeck, ktora w roku 1977 udowodnita lokalna hdlderowska
cigglos¢ pochodnych funkeji minimalizujacych funkcjonaly tego typu, co

F(u) = /\Vu|pdx dla p> 2.
Q
W latach pozniejszych (1979 — 84) rezultaty dotyczace holderowskiej ciaglosci
otrzymywali Giaquinta, Modica, Giusti stosujac inne wazne narzedzie — lemat
Gehringa. Dotyczy on wlasnosci samo-poprawiania dla tzw. odwrotnych
nieré6wnosci Holdera. Jesli nieujemna funkcja f, catkowalna z p—ta potega,
spelia w kazdej kostce () nieré6wnosé

@pr(@@g(@!f@)ﬂ)p

to wowczas jest catkowalna z pewng potega q¢ > p i zachodzi nieré6wnosé

/fq(z)dx <c </ fp(x)dx.)q/p.

To wazne narzedzie zostalo udowodnione przez Gehringa w pracy z 1973 roku
dotyczacej odwzorowan quasi-konforemnych. Znalazto ono p6zniej szerokie
zastosowanie w teorii nieliniowych réwnain rézniczkowych czastkowych.

W ostatnim éwieréwieczu, za sprawa motywacji fizycznych (model Eriksena
ciektych krysztalow, nieliniowa teoria sprezystosci) szczegolnie intensywnie
badano zagadnienia wariacyjne, w ktorych obecne sa dodatkowe wiezy. Mimo
intensywnego flirtu z wieloma dziatami analizy wciaz jeszcze bardzo nam daleko
do jakiejkolwiek sensownej i petnej odpowiedzi na pytanie, jak to jest z XIX

i XX problemem Hilberta dla uktaddw réwnan eliptycznych. Nawet przypadek,
gdy niewiadome funkcje zalezg tylko od dwoch zmiennych rzeczywistych, nie jest
jeszcze do konca rozpatrzony.

7. Dalszy rozwdj

Omoéwiony tu zostat pokrotce rozwoj metod wariacyjnych i ich zastosowanie do
rozwiazywania réwnan rézniczkowych czastkowych. Wspomnijmy na koniec, ze
wspoOlczesne badania poszlty mnostwem Sciezek zapoczatkowanych wezesniejszymi
wynikami. Mozna na przykltad zadaé¢ pytanie o warunek naturalnego wzrostu —
nie wystepowat on w problemie sformutowanym przez Hilberta, czy zatem jest to
warunek konieczny? Ostabianie zalozeni odnosnie naturalnego wzrostu
funkcjonatu, czy tez wspotczynnikéow réwnania, prowadzi do wielu ciekawych
zagadnien. Rozpatruje sie rownania o wzroscie wielomianowym z zaburzeniami,
o wzroscie wyktadniczym, z oscylacjami, a takze o wzro$cie wielomianowym

z waga (to prowadzi do tzw. wagowych przestrzeni Sobolewa i laczy sie cisle

z geometryczng teoria miary). W odniesieniu do ukladéw rownan mozemy na
rozny sposob formutowaé tez warunek wypuklosci funkcjonatu (quasi-wypuklosé,
wypuklosé rzedu jeden, poli-wypuklosé); mozna tez rezygnowaé z warunku
wypuktosci i rozwazaé problemy wariacyjne nieregularne. Dla niektorych
probleméw korzystne jest takze poszukiwanie rozwiazan w przestrzeniach innych
niz przestrzenie Sobolewa — zgodnie z tym, co postulowat Hilbert, pojecie
rozwiazania nalezy sformutowaé¢ w sposob odpowiedni dla danego problemu.
Rozwaza sie wiec przestrzenie Orlicza—Sobolewa, tzw. rozwigzania lepko$ciowe
oraz inne typy rozwiazan.
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